SRAFFA: LOGICA ECONOMICA Y MATEMATICAS

Antonio Mora Plaza

La manera de afrontar Piero Sraffa la parte maieande su obra
Produccién de mercancias por medio de mercanolaseceria una
introduccion general sobre el papel de las mateag&n las ciencias
sociales o, al menos, en el subconjunto de esectoimemto que es la
Economia. Pero eso daria para mucho y mucha edtenssa no es la
intencion. Pero al menos hay algun aspecto queenouede obviar.
Nadie discute la importancia de las matematicasegiencias fisicas
0, como se las llamaba en tiempos de Galileo y bhiewtilosofia
natural Principios de filosofia naturalNewton; Didlogo de las dos
Ciencias Galileo). En cambio, a veces se pone en entredlah
oportunidad o no de la mal llama@#&ncias Exactagn Espaia -hasta
hace poco- en la construccion de las ciencias lsesci®escarto las
razones interesadas derivadas de los que no quaren saben
matematicas y solo buscan justificarse. Decia |dodmoportuno e
inexacto —valga la paradoja- de llamar cienciasctasa a las
matematicas porque estas no son una ciencia, almduera para los
griegos de los tiempos de Euclides y a pesar deldes principios
fisicos en Arquimedes para determinadas demostexigeométricas
(por ejemplo, principio de la palanca para el dalde los volumenes).
Lo de exactblo dejo porque se aparta del tema demasiado. Eeragje
las matematicas son dos cosas a la vez y complar@ntun conjunto
de construcciones légicas y un lenguaje. No seepdet reducir las
matematicas a la mera logica porque eso lo hamtade grandes
mentes como Frege y B. Russell y fracasaron; adéondsoremas de
incompletitud de Godel sirven indirectamente pasngar como
erronea tal pretension. Pero tampoco se puede robviarege y a

! También por la enorme ambigiiedad que entrafia la palabra exacto, y mas audn
aplicada a las Matematicas, aunque pueda parecer lo contrario y paraddgjico. Por
ejemplo, en la geometria euclidiana lo que parece entenderse como exacto —las
figuras geométricas, sus propiedades, sus teoremas- no se define por su exactitud
sino por su certeza o acierto l6gico; en cambio, todo el desarrollo del célculo
infinitesimal desde Arquimedes se basa precisamente en la posibilidad de acotar la
imprecision, precisamente porque lo que entra en juego es la medicion y no solo la
I6gica. Recordemos, por ejemplo, que para B. Russell no existen los niumero reales,
sino, en todo caso, aceptaba el 16gico inglés que habia sucesiones de nimeros
racionales que no tenian su limite en su mismo campo.
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Russell porque sus intentos de fundamentar lasmdditea sobre bases
logicas no han sido estériles. Reducidas a su danen cualquier
forma de conocimiento las matematicas pueden se&rvito para
acompafar aquél si ese conocimiento cumple treBscipidos o
requisitos: 1) si puede reducirse a conjunto deseabstractos que
interrelacionan y que llamamos modelos; 2) si ahoseparte de esas
interrelaciones lo son de causa y efecto; 3) susaplen los principios
de universalidad y necesidad de la Ciencia. Pam@m ni en la
Psicologia, ni en la Historia —salvo datos histisic ni en la Etica, ni
en la Estética, no parece que tenga que decirlaadaatematicas. En
todas ellas fallan algunos de los tres principio®@ores o los tres.
Asi, en la Psicologia y en la Historia seria utisegundo principio
(relaciones de causas y efecto), pero no el priffreduccion a entes
abstractos); en la Estética ninguno de los dosjosaha posible
Historia de las ideas estéticas y en la Etica aénos, porque esta
materia no nos habla de lo que pasa sino de ladgb®era pasar (de
como debemos comportarnos). Las ciencias social@®o cla
sociologia o la economia parecen cumplir el segumdiacipio, a
reganadientes el primero, pero con enormes difidek el tercero, es
decir, el principio de universalidad y necesidadi, &n Fisica la ley de
la gravedad es universal porque afecta a todo®ntss que tienen
masa y porque es inevitable su accién cuando hayntmsas (los
gravesde Newton) en presencia. Ademas esa accion sendgtide
forma ilimitada. Otro ejemplo es el de la relatadid donde su segundo
principio (el primero es el principio galileano delatividad del
movimiento segun el marco de referencia) es ehdmhstancia de la
velocidad de la luz. En el electromagnetismo laaide accién por
medio delcampo eléctrico descubierto -¢0 creado?- por Faraday y
matematizado por Maxwell resulta insoslayable, s&ge y universal.
En Economiaprima facie no parece que se hayan descubiertos leyes
gue podamos asegurar su universalidad, inclusoesasidad. Adam
Smith creyd encontrar un principio de egoismo (aodo el interés
particular se consigue el general), pero no esta&leEo, porque no es
universal (se enfrenta a él el altruismo) y porqenos seguro es —yo
creo que esta absolutamente equivocado- su comsgaues decir, que
se consiga con ello el interés general, como estawendo, por
ejemplo, en la crisis actual, donde el egoismadespeculadores del
ladrillo antes y de los llamados “mercados finarosé ahora nos han
llevado a la crisis y a la recesion. Otra ley csaies la de Gresham (la
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moneda mala desplaza a la buena), que quizd na temgcha

importancia pero que parece universal. Aunque caerglo el texto,

Samuelson ha hecho un recuento de las supuestssdeyla economia
gue pretendian su universalidad y han fallado tressotras. Pero el
problema en la economia no es tanto encontrarpsuspios o leyes

universales y necesarias a partir de la psicolatgalos actores
econdmicos sino que la mayor dificultad es la rideds de ese
reduccionismo para cumplir el primero de los ppias, es decir, para
llegar a modelizar e introducir con ello la cuchdealas matematicas.
La razon de ello es que son muchos los factoresnggieienen en las
decisiones de los individuos en el subconjunto deistbnes que
podemos entender como econdmicas. Este es el grafema de la

econometria, donde el conjunto de las variable ex&g que intentan
recoger precisamente las causas se estorban éngrelam lugar a

malos estimadores, con intervalos de confianza siacha amplios y

sin que podamos valorar con seguridad el peso diz wariable en el
efecto. Y el problema es que si no conseguimosrneste cuchara de
encadenamientos l6gicos a partir de la realidagdusoepifenémenos-
corremos el serio peligro de equivocarnos en laglasiones o de
llegar solo a la trivial conclusion (como ocurre &n teoria del

equilibrio general) de quodo depende de tod&raffa, que era un
genio, es para lo bueno y lo malo, un ejemplo,ly @b impidié que

diera a la luz uno de los dos o tres textos masitaptes de la historia
del analisis economico.

Pensemos ahora lo que significa una ecuacion yneeaas
posibilidades que no da como descripcion de unédaghy de
supuestos de comportamiento. Una ecuacion -y sjusere, una
funcion— lo que recoge es un conjunto de entesraabss que
llamamos variables, cuyos valores pueden tomar todainfinidad de
valores —salvo que los acotenamb hoe-, pero con una excepcion: que
debemos rebajar esa infinidad en un grado que dade por el signo
de la igualdad. Por ello, lo que determina la ingoaeia de la ecuacion
no son los infinitos valores que pueden recogeffifags variables,
sino los conceptos que encierran 0 quieren repia@sde la realidad
esas variables. Si tomamos una ecuacion o funai@npgetenda ser
representativa de la realidad, deberia tomarsangsate cantidad de
variables en el ambito de lasupuestasciencias sociales para
representar esa realidad. Esta es la primera [gfcula segunda es
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gue se debe arriesgar la forma funcional de eskliones entre
variables. En un sistema de ecuaciones ambas sesagstocan. Por
un lado podemos poner sobre la mesa una cantidadlinatada de
valores de esas variables, lo cual afade una aqukEzpixeles
descriptivos de esa realidad para formar esa fatiagborrosa nada
comparable con lo que se puede hacer con el catbideencial. Lo
gue se pierde es que, para poder trabajar comesmsidad de datos,
estas relaciones son normalmente lineales. Estas w@btmas
caracteristicas es lo que recoge el algebra nat(m) por ejemplo, el
calculo tensorial en la matematica utilizada portémria de la
relatividad). En lasupuestasiencias sociales deberia renunciarse a
las funciones Unicas de algunas variables (tampogeden ser
muchas), porque parece impensable que los comgertars sociales
puedanembutirseen una sola ecuacion, por atinados que estemos
eligiendo sus variables y sus relaciones funciendde ahi los fracasos
prospectivos de la funciones de produccién, (labEbbuglas, por
ejemplo) o de los modelos de crecimiento, tanttageoduccion como
los demograficos. No tengo duda de que ese rebatmso de la
realidad que puede ser el instrumento del algelaticial es mucho
mas rico y adecuado para tratar de describir sonaree la realidad.
Y sin embargo, la dificultad de acertar con lasialdes de
representaciéon son las mismas en ambos tipos ademaatas, tanto en
la del célculo diferencial basado en la continuidied las variables
como con las matrices y su discontinuidad. No emovano de los
grandes avances para el estudio, planificacion oggaccion de la
economia son las tablas Input-Output de Leonti&d programacion
lineal aplicada en la economia soviética por Kanigch, y en otros
aspectos por Koopmans y Dantzig.

Creo que se podria distinguir dos corrientes emisel de las
matematicas por parte de los economistas. Una m@imerimera
ademas en el tiempo- es la aportada por Quesnag yidiocratas,
seguida mucho mas tarde por Marx, Walras, Leorffefesta se parte
del principio hegeliano de que la verdad es el {@den el todo esta la
verdad) y sus construcciones son omnicomprensigagup intentan
abarcar toda la realidad y explicarla. O al menasfotografia borrosa
de la realidad, pero de toda. La otra manera diearta es como lo
hacen o puede hacerse a partir de los textos dedeig/o Marshall,
donde las matematicas son un instrumento para caxpkiertos
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fendmenos entendidos como econémicos y evitar b \égico. La
diferencia con lo anterior es notable, porque dajla el principio de
universalidad y se rehiye a explicar toda la radlidLa cosa se
concentra, bien en el comercio (costes comparatieosla renta de la
tierra, en los mercados y/o en las empresas (Marsbaeteris
paribug. Por este camino se llegdaacaja de herramientade Joan
Robinson, que es como negar la posibilidad dediacta en materia de
lo que suele entenderse por Economia (incluso aoreduccionista
definicién de Lionel Robbirs La teoria dominante de la economia o,
mejor dicho, tanto el objeto de estudio en las £aatendidas por
economicas como el uso del instrumental ha segaldiegado de
Marshall, con la excepcion del analisis de Leongetde Walras
(anterior a Marshall). ¢Y dénde queda ubicada ldematica de
Sraffa? Pues aqui viene una de sus genialidadegje&raffa esta en
ambas. El italiano parte también de toda la redlies igual que
Walras- en su capitulo | deroduccion de .;.luego amplia al estudio
de toda la realidad con excedente, a la produamdijunta, al capital
fijo, al trabajo fechado, y asi sigue hasta sumdlticapitulo con los
productos que se auto-reproducen (apéndice Brdduccion de.).
Pero Sraffa, influido quiz& por la l6gica de Riagrdero considerando
gue la prueba de la bondad de una teoria es csanekplica el todo (a
diferencia de Marshall y su andlisis parcial), lBugcencuentra un
camino intermedio: parte de los datos de la redlielde toda, aunque
realidad borrosa- representada pemn medios,n productosn inputs
de trabajo, una tasa de salario y una tasa de ganpara encontrar
una de las grandes abstracciones de la historiarddisis economico
como eda mercancia-patronCon ello también y como subprodutdo
razon-patron Este es uno de los grandes atractivo®meluccion de
la manera original de proceder de Sraffa en & de las
matematicas. No es que Sraffa tuviera tal propogiEro es el
resultado en su obra. El puso todo su empefio dituguta logica
matematica de su modelo por las explicaciones escmad para evitar,
creo yo, reducir su teoria y suweludio a la teoria econdémicee la
época a un mero modelo matematico a lo Von Neumaomejemplo,
0 a un modelo alternativo de equilibrio generallegé al de Walras,
con otro instrumental matematico, pero sin mas pprea gloria. Es

? La economia es la ciencia que analiza el comportamiento humano como una
relacion entre fines dados y medios escasos que tienen usos alternativos.
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verdad que al final Sraffa no ha pasado a los nlesupero por otros
motivos, no por falta de méritos intelectuales.

Sraffa ya explicaba en sus articulos de 1925 y 1926
especialmente el que atafie a los rendimientos @meéa de
competencia— cOmo para determinar los predesemos que abordar
la vieja y ya casi anticuada teoria que hace dependl valor
unicamente del costo de produccibn Y mas tarde ya expresa
reiteradamente elProduccion de...la importancia que tiene en la
formacion de los precios, no lo que entendemos @uste de
producciéon directo —concepto ausente en el libsoro las distintas
proporciones entre trabajo y medios de producci@agomposicion y
variedad de estos medios de produccion; y no séldadempresa,
industria o sector que produce el bien o servigier€ancia en Sraffa),
sino la importancia de esas proporciones de lagesagp, industrias,
sectores que indirectamente actian como proveeder&s primeras,
y asi sucesivamente. La economia neoclasica, pealitiorizonte de
los fisiocratas, pierde a su vez estas nocionesigklos hasta Walras,
gue intenta una teoria del todo con la intenciéechu un ansiado
equilibrio que nos lleve al mejor de los mundosilges, utilizando
métodos de optimizacion que intentan dibujar supsges
comportamientos socioecondmicos. El instrumentdMidras sera el
calculo diferencial, que para eso era ingenieroo Bs Alfred Marshall
el que con suBrincipios de Economileva el analisis econdmico solo
—0 practicamente— a la empresa, al mercado, diltiparcial y con
la clausulacaeteris paribuscomo instrumento, y la economia deja de
estudiarse como un todo, tal como vislumbré Srafiala segunda
década del siglo XX y como concluyé Joan Robinsgmza sin darse
cuenta— conla caja de herramientasSraffa, lo mismo que Von
Neumann primero y Leontief después, vuelven a ratdemeconomia
como un todo y, tanto el ruso como el italianoconsideran necesario
expresar aqueélla como un proceso continuo. Ambasasco—
discontinuidad y estudio de la totalidad— abocabhnnstrumento
necesario para abordar sus creaciones intelectu&lesalgebra
matricial. No es la primera vez que un mismo obggcbordaba con
instrumentos formales tan diferentes. Quiza el cade relevante sea
en la historia de la Ciencia el de la mecéanica tic&ncon Schroédinger
y Heisenberg llegando a los mismos resultados ta,parprimero con
la ecuacion de onda describiendo lo que pasa emcebmundo, el
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segundo presentando los efectos de esa mecanidanteechatrices,
pero renunciado a cualquier relato descriptivo alejle pasa en el
atomo.

Antes de entrar en el uso que hace Sraffa de lemmaticas y los
problemas que aborddé con ellas y —sobre todo-lisis, se puede decir
algo de su peculiar utilizacion. Por supuesto gsieek algebra el
instrumental casi Unico, quiza con dos posiblesegsiones: la
optimizacion que lleva a cabo en el capitulo cpoesiente a la
reduccion del capital a trabajdechado para calcular la fecha (el
tiempo) que da el maximo beneficio y en el capitidbcapital fijo que
emplea las matematicas financieras para calculaant@rtizacion
(anualizacién) correspondiente a las mercanciagriphuales. Lo
llamativo de Sraffa es que vista su obra en su (miad parece
iImposible que pudiera llegar a las conclusiones Hbega en los
diferentes capitulos sin emplear el famoso teoraiea Perron-
Frobenius en ninglin momento a pesar de que lo &nesabemos
gue lo conocia por los esfuerzos de sus amigos nmatos
Besicovitch y Ramsey para tal fin—. Pareceria, rarcipio, que habria
dos caminos para abordar la parte matematica pieesenProduccion
de —sea explicita o implicita-: una, utilizar sieengue sea necesario el
teorema y subsanar con ello las insuficienciaglgfeciencias del texto
de Sraffa; dos, completar, como lo han hecho ecmtasnposteriores
como Schefold, Kurz, Lippi, Salvadori, las pruelsas el teorema
mediante algoritmos que lleven a tal fin. Al progedsi podemos decir
dos cosas: la primera que, al no emplear el teqr&madfa solo nos
puede dar o bien las condicionescesariaso bienlas suficientesy a
veces ninguna de las; la segunda, que todas la&basue inventos
algoritmicos que llevan a las condiciones sufi@srgon, en el fondo,
una version particular del teorema de Perron-fralsenpor mas
alejadas que parezcan aquéllas de éste. Y no [meedie otra forma
porque el teorema es la version para funcionesraiex de los
teoremas del punto fijo de Brower y de Kakutani ques dan
precisamente una solucion final de equilibrio. @oerste de ello —esa
es mi impresion— Sraffa suele complelarparte suficientede las
pruebas suponiendo comportamientos econdémicos quErian
soluciones absurdas por parte de los agentes e@o®r{precios

3 Sabemos que lo conocia por los esfuerzos de su amigo matematico Besicovitch
para tal fin.
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negativos o infinitos, por ejemplo). Un capitulonde se puede
comprobar y discutir lo anterior es el mencionadbrs la reduccion
del capital a trabajo fechado, donde los precigedden de la suma
capitalizada de las matrices de requerimientosrgoegen los efectos
directos e indirectos del trabajo en la formaciquedlos. La discusion
gira —como veremos— sobre la convergencia o no alesdrie
(progresion  geomeétrica), convergencia que depende ld
productividad que recoge la matriz de requerimiengola tasa de
ganancia empleada. La ventaja de emplear algoriBeogue pueden
ambos razonamientos, el matematico y el econdénmoen paralelo,
pari passyy permitir una mejor visualizacion del aspectorgmmico,
frente a la aplicacion del teorema, que no lo perndisi, por ejemplo,
cuando Sraffa emplea einfnimo valor posible de”R (de la razon-
patron) es facil comprender que todos los pre@as Positivos, puesto
gue la tasa de ganancia exigida es la que corrdspahexcedente
menor de todos los existentes (uno por mercanbi@)esta manera
tenemos una razon suficiente, pero en este cass amnultaneamente
condicion necesaria, porque esta viene dada peostma de Perron-
Frobenius. Ademas, se puede demostrar (véase lagpémrdice sobre
las tres tasas maximas de ganancia) que, en gelaetada maxima de
ganancia, la razon-patréon y esta tasa correspdredarmenor de los
excedentes no tienen por qué coincidir. En cuatqoeso, estas
insuficiencias o deficiencias no empefan para madgenial obra del
turinés, que ha puesto los pilares de una nuevéateoondmica, una
alternativa al marginalismo y sus colaterales \ivdeos (teoria del
capital, equilibrio general competitivo, optimosrgteanos, etc.). Para
completar y subsanar sus deficiencias hay econasmyseconomistas-
matematicos con talento suficiente como los memcios y otros
como Pasinetti, Garegnani, Schefold, Steedmanat\gic.

A pesar de todas las deficiencias anunciadas, tdajee del
proceder de Sraffa es que inaugura una nueva foenabordar la
economia y un nuevo uso del instrumental matemaomn Adam
Smith, por ejemplo, los precios vienen determingamslas sumas de
las rentas de los factores (salarios, gananciagseque se determinan
autbnomamente; con Ricardo se determinan primeycabarios, las
rentas de la tierra y el precio final, siendo lasmancias la variable

* P4g. 79 de PMPM.
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dependiente a determinar que se obtiene por ddereren el
marginalismo dependen las rentas del valor des estgs
productividades marginales y los precios de losussips costes
marginales; en el marxismo de su teoria del vabbajo, de la
diferenciacion entre el valor del trabajo y el vatte la fuerzadel
trabajo para pasar al problema de la transformagidlegar a los
precios; en Sraffa, a diferencia de lo anteriorddotodas las variables
monetarias (al menos) estan determinadas de unesaumanera, la
relacion entre salarios y ganancias queda indetadai Una misma
ecuacion como la de la reproduccion simple conrisalgost-factum
PY=wL+(1+r)PX (donde P es un vector de precio¥, una matriz
diagonal de productos finalew, la tasa de salariog, un vector de
inputs de trabajor la tasa de ganancia X la matriz cuadrada de
medios de produccién) sirve para caracterizar ig@dés diferentes!,
diferentes relaciones entre salarios y gananciadaMdos dice de como
se forman los salarios y las ganancias, pero riaaéa dependencia
de ambas rentas y acotan su suma, que es el ekeelesisteman
libertad acotadade Sraffa va a permitir estudiar el capital corabdjo
fechado y/o agregado como periodo medio de prodndcapital fijo),
las mercancias que se auto-reproducen, la deméeciva de Keynes
sobre una base solidasrafiang la teoria de la reproduccion vy
acumulacion de Marx, lanzar una teoria del comemtiernacional
distinta a la de Ricardo, exponer una teoria dellibgo distinta a la
walrasianay posteriores (Debreu, Arrow), una teoria de lgoeeacion
de los salarios a partir de la funcion fronteraagalganancia, un
esbozo de una teoria de la inflacion no monetapiartr de los efectos
sobre los precios de una aumento de las tasasn@@@as cercanas a
la tasa maxima, etc. Son sOlo algunos ejemplos epmomistas
posteriores han desarrollado y que yo mismo lo lkeht en
Descifrando a Sraffale forma entre audaz y temeraria, pero intentando
ser original. En Sraffa, a diferencia de los moslelmarginalistas o
marxistas, la matematica es un instrumento quesp@odlo no nos
devela la realidad, no nos la explica suficientamepero es, cambio,
un camaledn que se adapta al medio; su funcidares de basamento
para nuevos modelos explicativos desarrollado®ed integrada con
el/los modelogsrafianos Es verdad que esto no estaba en la intencién
de Sraffa ni en la de lassrafianog(si es que quedan), pero esta es una
posibilidad abierta y creo que extraordinariamdnietifera. No por
ello se cae en una especie de relativismo, dona#aSsirviera para
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dotar de base sélida a cualquier teoria y/o es@ogladmica. Sraffa es,
por ejemplo, incompatible con el marginalismo enagal y, mas en
concreto, con la teoria del capital neoclasica.ribgeque se sigue
explicando a pesar de su incoherencia y de su pajsacidad
explicativa, pero este es otro tema. Con Sraffaapyesto que con
Marx también— surge una vision del analisis econordonde hay que
operar desde diferentes niveles de abstraccibndedse puede
construir modelos de un nivel de abstraccién elevashra y
concretando otros modelos que, sin dejar de sedoacerquen y
reflejan mejor la realidad. Marx diria, siguienddiagel,elevarsede
los abstracto a lo concreto. La ventaja de Sra$fagqee nos da el
basamento de todo ello porque parte de tres hipgtEsprincipios que
parecen inexcusables: el grado de libertad enla@@ay ganancias, la
formacion de los precios a partir de un margenestédis costes y el
capital como trabajo fechado. A partir de esto puedenir Keynes,
Kalecki, Marx y hasta Ricardo en retrospecciéon.aftipde Sraffa y su
vision del excedente se puede reconstruir la tedeiaexcedente v,
desde la teoria del excedente, abordar los proklgmalgunas (de
forma selectiva) de las teorias explicativas deladas hasta nuestros
dias.

Sin mas dilacion vamos a ver ahora algunos aspeigtbuso de
esas matematicas segun la logica expositiva Pdeduccion de
mercancias por medio de mercanciasno segun el orden de sus
descubrimientos, porque sabemos que ambos no furgraralelo,
cosa gue normalmente ocurre y de lo que ya adWuiin al distinguir
entre la l6gica del descubrimiento y la l6gica deskposicion en la
historia de la ciencia, entre la filogénesis y fdogénesis de la logica
cientifica. Dicho de otra forma, vamos a ver laogénesis del uso
expositivo del instrumento l6gico y no la filogérsede su invencion.
Para este fin han aparecido otros teXtb® obstante y como siempre

® Besicovitch, Sraffa and the existence de la Standard commodity, N. Salvadori, 2010.
http://host.uniroma3.it/eventi/sraffaconference2010/abstracts/pp _salvadori.pdf

Sraffa on Bortkiewicz. Reconstructing the Classical Theory ov Value and Distribution,
2006.

https://docs.google.com/viewer?a=vé&pid=sites&srcid=Z2GVmY XVsdGRvbWFpbnxiaWJsaW90
ZWNhZ2x8Z2396MzNKZ|M3MzFIZTBmZDdmNg

Sraffa and the mathematicians: Frank Ramsey and Alister Watson, Kurz y Salvadori.
On the collaboratin between Sraffa and Besicovitcht: The proof of gradiente, Kurz y
Salvadori, en la obra colectiva Sraffa: on an alternative economics, 2008, edit
Palgrave MacMillan.
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ocurre, no hay mejor forma de escudrifiar la ontegénque pasear
intelectualmente por la filogénesis, ver los avangeretrocesos del
autor, sus dudas, sus consultas a —en este caso-arsigos
matematicos y cémo antepuso siempre su intuicioel ycriterio
economico a la mera y fria precision matematicaff&rantepuso
siempre el caballo de la l6gica econdmica al cderta logica formal y
por eso, a pesar de algunos errores, llego tas. lejo

Sraffa 1926 and Sraffa 1960: an attempt to bridge the gap, Sergio Nistic6, idem
anterior.
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A) En el primer capitulo del libroproduccion de subsisteneia
ya varias veces mencionado (en adel&PM), Sraffa parte de un
modelo de dos sectores que produce cada uno dasumés a partir
de las mismas dos mercancias, hierro y trigo. Emadelo todo el
trigo producido se utiliza como medio de producgi@na si mismo —
para su propio sector- y para el otro sector, guel &ierro, y que hace
lo propio con su producto. Mas simplicidad no puedese en un
modelo que, a pesar de ello, abarca toda la relajdan un ciclo
completo: lo que se produce en un periodo se cansgmel siguiente
para producir lo mismo. Las matematicas adecuata$eato es el
algebra matricial. La razén de ello es que estieumento cumple tres
requisitos que le son exigido al modelo de Srdffaque la realidad es
el todo; 2) que lo significativo del modelo es sscdntinuidad, el
empleo de cantidades discretas; 3) que el algelataicral permite
permite la resolucion simultanea de variables mdgcaado a los
modelos que intentan reflejar una realidad dond@ooexisten las
relaciones causa y efecto, o donde solo estarsdiagaelaciones pero
sin asimetria causal. Se comienzan con lo que hageeiodo y se
acaba el mismo utilizando lo producido como medioet siguiente
ciclo. No es necesario establecer una funcion etaate produccion
(teoria del capital). Ello le lleva a dejar en ettbr que suponga
rendimientos constantes o no. Sraffa dice que rsupmne. Con ello
acaba la discusion, porque dos no discuten si orgurere. Keynes le
llevaria la contraria. Sraffa tiene razon, permdtdsta el capitulo de
reduccion del capital a trabajo fechado; despuéisna Keynes. En el
mismo capitulo Sraffa hace un esfuerzo y llevaclanemia a... tres
sectores; mas tarderasectores. Supone ademas que el trabajo y su
remuneracion entra en pie de igualdad que el teybjerro. En esta
generalizacion, Sraffa trabaja con una makizde nxn medios de
produccién y una matri¥ diagonalnxn pero sélo —al ser diagonal- de
n productos finales. Aqui no hay funciones continc@®o en Walras,
ni en la produccion, ni en la demanda. Tampoco fwgcesos de
optimizacion. Sraffa ha elegido el camino de su stroiecion
econdmica: a) partir de toda la realidad, b) obeigalquier funcion
continua que relacione medios con productos, diaiec! capital a
trabajo fechado, d) considerar que los precio®sadn con un margen
sobre el valor de los medios de produccion, peatuados los gastos
salariales (salariogost-factum ricardianos). Y en cuanto a las
matematicas, pues no hay otra: el algebra matycain la ayuda de
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los matematicos que aparecen en su prefacio en mwmsata
agradecimiento: A. S. Besicovitch, Frank Ramseyligtédr Watson.
Hasta entonces no habia empleado las matematieas cpnocia las
financieras por haber trabajado en el Banco de lialpreparado su
trabajoThe Bank Crisis in ItalyA Keynes le impresiond y se lo llevé a
Cambridge. Ahora se enfrentard a problemas dess&conomicos
para los que su intuicién y genio estaban prepargoero no asi su
formacion matematica. En este mismo capitulo Siadfze los precios
y construye ya el modelo de subsistencia:

yll Xll Xln
@)  lnoooeld =l R
ynn an Xnn

Y ahora se enfrenta con el mismo problema que \Walcan el
recuento de ecuaciones e incognitas. En principi@ge que haw
ecuaciones y incognitas, pero eso es soélo la apariencia, posqgiee
hay n-1 ecuaciones linealmente independientes dado qum estado
de auto-reemplazamientocdalquiera de las ecuaciones puede
inferirse de las dem&8 debido a que tenemos la ecuacién global
PYI=PXI; y también tenemos-1 precios, puesto que uno de ellos —en
este sistema de produccion simple puede ser cesadguise puede
tomar como numerario, que es lo mismo que decilagreecuaciones
de (al) se dividen por un precio. Ademas, al sesistema de auto-
reemplazamiento, ocurre que para todas las measariaisuma de los
medios de produccion empleados de cada mercanaaagsamente
igual al producto final de esa mercancia, es dga, se cumple que
Y=XI. El resultado es que hay un solo vector de pregims cumple
(al), aunque Sraffa no demuestre que sea necgsas&rictamente
positivo y Gnicd.

®Pag. 19 de PMPM.

" Para ello es necesario el concurso de un teorema de Markov que dice que si la
matriz A (que en este caso es A=XY™) es irreducible, en efecto el vector de precios
de P=PA es Unico y estrictamente positivo. Véase el articulo de S.N Afriat Sraffa’s
Prices, dentro del libro colectivto Sraffa on an Alternative Economic, 2008, edit.
Palgrave MacMillan.
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B) En el capitulo Il de su obra aborda Sraffa |l@ @l llama
siguiendo a los clasicgsroduccion con excedentdqui se produce
mas en cada sector (0 proceso) de lo que necésianginto de los
sectores como medios de producciéon. Dicho de aired Y>XI,
siendol el vector vertical de unasl, X la matriznxn de medios de
produccion donde cada elemenfarepresenta la cantidad del medio
procedente del sectgy Y, por su parte, es la matriz diagomah,
donde cada elemento de la diagomal (el resto son cero) es el
productos final del bien (o servicioproducido en el sectorDicho de
otra forma, el ahora vectdf de productos finales da para reemplazar
en el siguiente ciclo a todos los medios de praducX!. Sraffa no
pone fechas en las variables fisicas, pero poddarto. Otra cosa son
las fechas en los precios, porque sin éllas elbmsa que, ademas de
poder facilitar el reemplazo con excedente, es egtamos en una
situacion de equilibrio. Son dos cosas distintasygae Sraffa no lo
resalta. El excedente se reparte entre salarioggaas, pero de forma
asimétrica, no como lo hace la teoria del capgarizada (no la de
Wicksell y Knight), donde la retribucion de los taes es simétrica y
da lugar a la formulacion:

b1 Q=TT+ Pk

siendoQ el producto final, T el trabajo yK “el capital” neoclasico. En
la formulacién de Sraffa es:

(b2) PY=wL+ {1+r)PX

dondew es la tasa de salarios ¢s la tasa de ganancia. Antes de llegar
a (b2) habia planteado Sraffa un sistema como:

(b3) PY=(1+r)PX

donde los salarios no aparecen explififomrque entran en el sistema
“en pie de igualdad con el petrdleo para las magsiiodos alimentos
para el ganadb’.

8 pag. 22 de PMPM.
° Pag. 25 de PMPM.
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Sraffa recuenta ahora y le sabe ecuaciones en (b2) y+2
variables: losn precios, masv masr. Dos grados de libertad: un
exceso. Entonces afade Sraffa la ecuacion:

(b4) PYI-PXI=1

gue empleard comoumeraria Aunque Sraffa no lo aclara, tomar en
un sistema de ecuaciones un numerario consistavafir dodas las
ecuaciones (no todas las variables) por lo quersa tomo numerario.
En el caso de (b2) quedaria:

_ w
PYFPXI PYFPXI

(b5) XL+ ([L+r)%

—  xX
PYFPXI

Ahora habria que llamar a estos precios relativealgrio relativo de
otra manera, pero no lo hacemos siguiendo a Syaffaiso habitual. A
la postre se trata simplemente de un problema deendatura —de
grafia- que es valido siempre que no se olvideapilio efectuado a
las variables monetarias por (b4) en (b2).

Ahora hayn+1 ecuaciones entre (b2) y (b4) y la2 variables 1§
precios, mas una tasa de salasiomas una tasa de ganangiaEl
resultado es un grado de libertad, justo lo qué&baiscaba para dejar
fuera del sistema econdmico el reparto entre salgrganancias, de tal
manera que el sistema determsido el monto del excedente. Ya nos
olvidamos —se olvida Sraffa- de tomar un precio @omamerario. No
hay inconveniente, pero siempre que se sea comesctkrl cambio
respecto al capitulo de la produccion de subsigtedonde uno de los
preciossi se tomaba como numerario. También hace Sraffa_tgk
pero esta expresion, a diferencia del numerari9, (bd incluye una
variable monetaria y lo consideramos como un dalteidtema al igual
gue los productos finale¥ y los mediosX. Sraffa tampoco la
considera, porque de hacerlo tendriameg ecuaciones y las+2
incognitas mencionadas y se perderia el graddodedd. En cambio si
habra que tenerla en cuenta cuando lleguemos arleancia-patron y
la razOn-patron, porque habra una incognita mas.
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C) Entramos ahora en el misterio ldemercancia-patrén y la
razon-patron Lo de misterio lo es por varios motivos que SENe
Desde el punto de vista de la economia y su lofiaagrcancia-patron
es una respuesta al problema que no solucionéd®icamo es el de
encontrar una “mercancia” cuya utilizacibn como arano no
afectara ni a los precios relativos ni a la disiibn de la renta. En
realidad son dos problemas diferentes, aunqueioakaos. Ricardo
centro el problema en el primero y Sraffa en elusdg. Razona el
italiano el por qué no puede ser una sola mercalxigue le
corresponda ese honor; nos dice que, en cambigidogodria ser un
conjunto de mercancias que cumpliera un requigtie:‘1as diferentes
mercancias estén representadas entre sus medm®deccion totales
en las mismas proporciones en que lo estan eng@mductos™. En
cuanto a que esa mercancia-patron pudiera (hagepieque deberia)
cambiar su dimension en relacion a los datos dedlledad Sraffa no lo
explica. Y no lo hace porque ahora con el soOlo mamoento
economico no lo puede explicar. En efecto, el imel® sustituir toda
la [6gica matematica de su modelo tiene sus linyites todo se puede
convertir en légica economica. Ese factor de reidncdiene un
motivo: se llama autovalor y Perron-Frobenius. sombroso de esta
parte del libro y buena parte de él es que Sraffestcuye su modelo
econdmico sin muchos errores sin mencionar y —aarente— sin
emplear una sola vez el teorema, el cual es imicible para
entender y demostrar la existencia de: 1) la mefagoatron, 2) la
razon-patron, 3) los multiplicadorésdos positivos de la mercancia-
patron, 4) un vector de precios estrictamente iposén la produccion
simple; 5) la coincidencia entre estadn-patrony latasamaxima de
ganancia La habilidad de Sraffa para explicar la I6gicaregmmica de
todo esto sin recurrir al teorema es extraordinares lo que le da a
Produccioén de. todo su encanto y la consideracion de alternatiloes
fundamentos del andlisis econdmico, y no un merdeiomatematico
con variables econOmicas. Y a pesar de lo anteBi@ifa, tal como
sefiala Marco Lippt, los resultados obtenidos son correctos. Se podria
afirmar que, en general, sin Perron-Frobenius nouselen obtener las

19 p4g. 38 de PMPM.

1 “Formal proofs were insufficient by results obtained by process were correct”, Some
observations on Sraffa and matematical proofs with an appendix on Sraffa’s
convergence algorhitm, en Sraffa or an Alternative Economics, 2008, pag. 247, edit
Palgrave MacMillan. Se refiere el autor a la prueba de la convergencia del capitulo
sobre el trabajo fechado, pero el problema de la insuficiencia puede ser generalizado.

antonioamora@hotmail.com Sraffa: I6gica econdémica y matematicas 03/02/2012 5:18 -18




condiciones suficientes alli donde es necesarioosigurso, pero que
en cambio Sraffa pone con acierto las condiciomegsarias. Hay, no
obstante, dos puntos concretos donde Sraffa sedpasanada, porque
se equivoca al menos en dos puntos importantessn 1¢orema no hay
seguridad de un vector de precipssitivos de equilibrio, 2) y sin
teorema no hay seguridad de que la tasa de ganawioeida con la
razon-patron. De lo primero fue consciente Srafi@;lo segundo no
estoy seguro. La mercancia patrén es el conjuntaiiees? Yg=YQ,
Xe=XQ VY Lg=LQ=1, dondeY¢ es la matriz diagonal de los elementos
de la mercancia-patrorX, es la matriz denxn elementos de la
mercancia de patréon de medios de produccidry \yes el vector de
inputs de trabajo cuyos elementos son los correBpotes a la
mercancia-patron. Claro que el problema es enconasos
multiplicadoreQ todos positivogjue nos den los resultados anteriores.
La solucion viene por el sistema de ecuaciones:

(Cl) u qul — X11q1+ X12q2+ ERN Xlnqn

>1,0,=1

El factoru es el la reduccidon —o no- de las dimensionesisiginsa. En
Sraffa aparece como gratuito y no tiene logica ésvca, pero si que
la tiene desde el punto de vista matematico... pseguar un vector
de precios positivd® en (b2) y un conjunto de multiplicadorgsen
(cl) también positivos. La razon de ello es queaaniropiedades se
derivan de la aplicacion del teorema de Perrondmiis>. Aqui es
donde Sraffa, no es que ponga el carro de las mtitera detras de los
caballos de la economia, es que deja el carro dasehado. El
sistema (cl) se sintetiza de la forma:

(c2) uYQ@E=XQ

12 pag. 44 de PMPM.
13 Puede verse el teorema en Pasinetti, Lecciones de teoria de la produccién, edit.
FCE, 1983 (Lezioni di teoria delle Produzione, 1981).
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(c3) LQ=1

Por otro lado, si en (b2) hacemos cero los salaates
(c4) PY=(@1+R)PX

Y si pos-multiplicamos (c4) por la inversa ¥ese obtiene:
(c5) P=(@1+RPA

siendoA=XY. Y la (c5) cumple todos los requisitos para quptssda
aplicar el teorema de Perron-Frobenidises cuadrada por definicion,
no reducible por construccion y no negativa porgaodos los
elementos d&X son positivos (no tiene sentido econdmico medms d
produccidén negativos) y porque también todos l@smehtos de la
diagonal principal de&/ son positivos porque son el resultado de la
inversa deY (que son los inversos de los elementos de la matri
original Y). Cumplidos todos estos requisitos, el teorem#éreeniras
cosas- Nnos asegura un vector de precios estrictarmpesitivoP y un
autovalor positivas (el mayor de todos los valores absolutos del resto
de los autovalores) que es iguab&l/(1+R). Igualmente asegura el
teorema en (c2) un conjunto de multiplicadoredatamente positivos

si pre-multiplicamos la ecuacién por el inversoYdg por las mismas
razones anteriores. Con ello obtendriamos el alsiova y con ello
obtenemos que lo que era hasta entonces solo dantagzima de
gananciaR se convierta en la razén-patron mediaRt€l-u)/u. Este
hecho tiene ademas importancia en el recuento migbles, porque Si

R fuerasélola tasa maxima de ganancia tendriamos una vamadéde

en cambio, al ser ademas la razén-patron obtenidoarér del
autovalor, producto a su vez de las propiedadésydeY (X positiva
estrictamenteY positiva también estrictamente y solo diagonad), n
hay una nueva variable, sino una constante que camobiara si
cambianY y/o X.

Sraffa no cuenta nada de esto. Ello es posiblgusoidentifica la
tasa maxima de ganancia que surge de hacer cesalbrsos en (b2)
con el calculo de la razon-patron en (cl). De &ll® advertido por
Besicovitch pero parece que Sraffa hizo caso onmakmenos en el
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momento expositivo de su trabajo. El problema yhaseefialado: que
con meros razonamientos econdmicos no se puedarasem vector
de precios positivos en (c4).

Del conjunto de las ecuaciones siguientes:

(b2) PY=wL+ (@+r)PX
(c4) PY=({1+R)PX

(b4) PYI-PXl=1

(c6) LI =1

se obtiene la ecuacion que relaciona la razon4paiaGasa de salarios
y la tasa de ganancia:

(c7) r=_1-wR

iy el sueio de Ricardo se ve cumplido, porque isalgrganancias se
relacionan sin intervenir los precios!

Y al final sale el recuento: tenemns2 ecuaciones linealmente
independientes (las ecuaciones dePY=(1+R)PX no lo son) yn+4
incognitas (n precios mas una tasa de salariosunmg@gasa de ganancia
mas la tasa maxima de ganan&éta Si contemplamos lo anterior
vemos que hay una ecuacion y 3 incognitas,R), por lo que
aparentemente habria 2 grados de libertad. Sinrgmleso es solo la
apariencia, porque la tasa maxima de ganaRogs ademas, en este
modelo de produccién, la razén-patr& Esta no es una variable
monetaria al no sesblo esta tasa maxima de ganancia, sino que al
obtenerse de una propiedad de la matriz de regigetios A=XY" a
partir del teorema de Perron-Frobenius, se comvient una variable
gue dependesdlo de las variables fisicas del sistema que ya hemos
visto en (cl), es decir, que depende soOl¥ d¢ L, y, en este contexto,
suponemos dados (constantes) los valores de estiables (que no lo
seran en otros supuestos). Dicho de otra foRnaQ es una variable
deducible del conjunto de las cuatro ecuacionesriangs, por lo que
la ecuacién del reparto del exceder{tew)R soélo tiene dos variables.
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Formalmente hay que tenerla en cuenta para elnexuae los grados
de libertad, pero desde el punto de vista de lecdbgcondmica del
modelo, R (tasa maxima y razon-patrén a la vez) es una aotest
mientras no movamos las constantes fisicas merdagnaraffa no
advierte de este hecho en ningdn momento dado guneanhace
explicito el teorema, aunque la logica econdmica gmplea en
algunos momentos —en otros no— obliga a su utibmac

En el capitulo V del libro se enfrasca Sraffa emdstrar el
caracter unico de la mercancia-patron y de la rpadion. Como
lectura econdmica es interesante ver los razonamsiestondmicos de
Sraffa, pero a nosotros no nos interesa porqueeysg$s demostrado
gue es unico porque el teorema de Perron-Frobgain®s asegura un
unico autovalor que da un vector de precios pastisiempre que la
matriz de requerimiento&=XY" sea estrictamente positiva, cuadrada
y no reducibl&’. Quiza lo mas interesante del capitulo sea la aqia
de pagina donde dice quédra que la prueba sea completa, es
necesario mostrar que log que representan precios de productos
basicos no puedan hacer negativos haciéndose twgini. Obviamos
el tema de la diferenciacion entre productos b&sigono basicos
porque ahora no tiene importancia, pero si es daltag o de los
precios negativos. Con ello reconoce Sraffa qupusale asegurar con
meros razonamientos econdémicos la obtencion descioivde precios
positivos de equilibrio. Y no lo puede por lo qua gemos visto
reiteradamente: porque no emplea el dichoso teordma cual
demuestra lo consciente que era Sraffa de las coeseas
expositivas de su teoria al no querer saber natlzsde=fiores Perron y
Frobenius.

Ya hemos visto que Sraffa comete el error de cneer en la
produccién simple la tasa de ganancia y la razdmpacoinciden.
Ahora en capitulo V dice quecdmo consecuencia inmediata de lo
anterior, puede demostrarse que el valor Rleal que corresponden
todos los precios positivos es el minimo de todsk posibles valores

4 No reducible significa que no puede convertirse en una matriz triangular por mas
cambios que hagamos entre filas y columnas. Si lo fuera, tampoco seria grave,
porque se podria aplicar la version débil del teorema, aunque ello tendria una
consecuencia: ya no se podria asegurar que todos los precios P de equilibrio
resultantes fueran positivos y podrian ser algunos cero (pero nunca negativos).

1> p4g. 49 de PMPM.
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de R'®. Otro error que resulta increible. Sraffa sigire lsacer caso a
sus amigos matematicos. Quiza la apertura de lasfondencia que
ahora se abre de Sraffa puede aclarar si es quse rimba de sus
amigos 0 es que no gqueria utilizar el teorema deR4€-robenius para
evitar meter en su modelo algo que no podia expdidaase de meros
razonamientos econdémicos. En todo caso Sraffa ndefua razon
necesaria con la suficiente. Lo que dice es vegd&dcon ello asegura
gue todos los precios son positivos con tal guada de ganancia sea
menor o igual que el menor de los excedentes vefatiSin embargo,
el teorema pone la condicidon necesaria para calonia razén mayor
gue el menor de los excedentes relativos para ebtem vector de
precios positivos de equilibrio en la producciomie. La explicacion
no puede ser otra que los precios de los productiates no solo
dependen de los precios de los medios que empleaector (0
proceso) directamente, sino que dependen tambitrs geecios de los
sectores indirectos en una marcha hacia atras epad@zna de
requerimientos. La suma de estos efectos nos dsur@a de las
matricesA tal comol +(1+g)A+(1+g)°A*+(1+g)°A’+ ... +(1+9)"'A" que
surge de la ecuaci@ew(1+g)LY *(1-(1+g)A) ™ de determinacién de los
precios.

No deberia haber duda de que Sraffa consiguidla@a@zon-
patron una medida invariante del valor, incluso awando el no
empleara el teorema de Perron-frobenius porqueal @e creer que la
tasa maxima de ganancia es automaticamente igaahaon-patron en
la produccion simple es facilmente subsanable.eBibargo, pasados
30 afos de la publicacion éroduccidonde... aun se pone en duda si
el sistema-patrorStandard Systentiene la propiedad de la invarianza
del valor en si misnd. Sraffa construye su mercancia-patrén porque
“la necesidad de tener que expresar el precio de meecancia en
términos de otra -que es elegida arbitrariamentemoo patron-
complica el estudio de los movimientos de precios gcompafia a
una variacién de la distribucidfi®. Esta es la preocupacion de Sraffa
gue vamos a suponer que es la misma preocupaceéexqone J. E.

16 p4g. 51 de PMPM.

17 “The Standard Industry is a surplus industry. So, in this case, the Standard System
does not appear to posses the invariance property claimed for it by Sraffa”, The
Production of Commodities. An Introduction on Sraffa, J.E. Woods, 1990, edt.
MacMillan, pag. 69.

18 p4g. 37 de PMPM.
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Woods en el texto mencionado. Hay que distinguirgeneral entre
sistema-patronmercancia-patrory razon-patrén pero en el presente
contexto vamos a suponer que identificamos las pilimseras a los
efectos conceptuales para poder avanzar en lastscsobre el tema.
Hemos visto que la mercancia-patron es una cestaateancias
obtenidas a partir de los datos de la realidadp pemetida a las
ecuaciones:

(c8) uYQEXQ
(c9) LQ=1

dondeQ es un vector columna de multiplicadores. Del cotgule este
sistema de ecuaciones se obtiene estos multipheadde tal forma
gue la mercancia-patron esta formada por una destaercancias tal
como uYQ para los productos finales XQ para los medios de
produccién. Sin embargo no tendria sentido decilasmercancia-
patron es una medida invariante del valor puestoego sélo lo puede
ser una constante (no una variable) obtenida, o taso, de esta
mercancia-patron. O si es una variable, que al smmeaalependa de las
variables monetarias del sistema, es decir, delesios, salarios y
ganancias (que so6lo sobre estas tiene sentidorhdéldvalor’ en
términos econdmicos). Si ahora pre-multiplicamoslpanversa de Y
la ecuacion matricial (c8) obtenemos:

(c10)  uQ=Y"XQ

Ahora bien,Y'X es una matrinxn (cuadrada) por construccion, no
negativa porque’ hemos supuesto que es una matriz diagondl y
tiene positivos todos sus elementos puesto queene sentido tener
“menos i” mercancias. Por lo tanto en (c10) se pugddicar el teorema
de Perron-frobenius, el cual nos va a dar un cdomjude
multiplicadoresq todos positivos y —y esto es lo importante ahana—
autovaloru positivo (que es el mayor de todos los autoval@es
términos absolutos posibles). Pasemos ahora a#éién:

(c11)
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gue ha surgido de hacer cero la tasa de salarids en la ecuacion
PY=wL+(1+g)PX de definicion del sistema. Si ahora pre-multipices
(c10) porPY 'y pos-multiplicamos (c11) p& queda:

(c12)  UPYQ=PY(Y"XQ

(c13) ( xPY)Q = (PX)Q

1+9,
Y ambas ecuaciones son la misma ecuacion si hacgmeos1/(1+gy).

Pero hemos obtenido antes el autovalorcomo una medida de
dependientesdlo de los valore¥, X, L, es decirsoélode las variables
fisicas del sistema, por lo que ahora la tasa dargéa maxima que
pasa a dependesdlo del autovaloru al serg.=(1-u)/u, esta tasa
maxima dependsolotambién de las variables fisicas del sistema y que
llamamos razén-patrdRr:

1-u
(C14) RzgszZf(Y,X,L)

La conclusion es doble: 1) la razon-patrén, congicano subproducto
de la mercancia-patrési es una medida invariante del valor porque
s6lo depende las variable® monetariasdel sistema-patrén; 2) que
eso solo es posible demostrarlo en este contexadi{pcion simple) si
se puede aplicar el teorema de Perron-Frobeniusudb es posible
porgueX es una matriz positiva y la inversa¥iéo es también, puesto
gue es una matriz diagonal (sus elementos somiessios de la matriz
original)

Recientemente han aparecido varios articulosratentde buscar
métodos algoritmicos que permitan llegar a las losianes de Sraffa
(precios positivos con supuestos iniciales sobsa @e salarios y/o
excedente positivo) a partir de una lectura litémé su libro. El tema

19 Besicovtch, Srafffa and the existence of the Standard Commodity, S. Neri, 2010,
para este capitulo V del libro de Sraffa; Some observations on Sraffa and
mathematical proof with an appendix on Sraffa’s convergence algorithm, M. Lippi,
2008, para el capitulo VI sobre la reduccién del capital a trabajo fechado.
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tiene un enorme interés para el desarrollo forradhdbra de Sraffa y
para aclarar también el por qué Sraffa hizo casesmmmuchas de las
soluciones o cuestiones que le planteaban sus anmgdematicos.
Quiza lo tiene menos para un futuro desarrollo dg &spectos
economicos de la obra del italiano.

antonioamora@hotmail.com Sraffa: I6gica econdémica y matematicas 03/02/2012 5:18 -26




D) Nos adentramos en una de los objetivos de SiHaffaitica de
la teoria del capital neoclasica. Para él el chm$a merotrabajo
fechado Si no fuera porgue el marginalismo no dice eseqaia un
hecho tan obvio que no merceria mas discusion. rYiqooeible que
parezca la vision neoclasica vulgar de considexar“gl capital” es un
factor mas, que tiene vida propia y que mereceratidbucion de la
misma manera que el trabajo se ha impuesto eextsstque estudian
los cientos de miles de estudiantes de economialaeéta. Con sus
propios criterios, podriamos decir que en pocosrses referidos al
conocimiento y su practica puede haber peor asigmaSraffa escribe
una ecuacion incompleta. Aqui ponemos la correcta:

(@1 R=EWLY'|1+@+n)A+. +@+n) AT+ @) RLA

(d2) P= (RI:) X LY'1[1+ A+r)A+..+ (1+r)t'i'1At“‘1]+ @a+r) P_A

Esta ecuacion surge de reemplazar los precios @ecuacion con los
precios desfasados en el tiempo como la que sigue:

(d3) P=wLY ™+ (L+r) PXY™

que surge de pos-multiplicar pgi la ecuacién (b2) de definicion del
sistema y llamandé a XY™. Sraffa omite en su formulacion el resto
(1+r)'P.A', aunque lo explica y lo justifica. Hasta ahi ngde objetar.
Sin embargo, a continuacion Sraffa se olvida declaacion y entra en
una discusion a partir del término enésimo delmeidon (d2)

(d4) (RI; r) X(1+ r)nxl—an

donde se puede entender dug=LY'A". Entiende Sraffa -con
buen criterio- que para entrar en una discusionadeslacion entre
precios, tasa de salario y tasa de ganancia a garta ecuacion (d2)
era mejor remitirse al término general de la e@mg no presentar
todo élla. Lo significativo de la relacion entrevettor de precios (o de
un precio cualquiera) y la tasa de ganan@a que el efecto que tiene
éste sobre el primero es variable debido a quaoctbif (L+)' produce
un aumento del precio ante un aumenta,deero ocurre lo contrario
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con el primer factorR-r)/R. El resultado lo expresa Sraffa con certeza
cuando dice quelbs términos del trabajo pueden ser considerados
como los elementos constitutivos del precio de mmeacancia cuya
combinacién en varias proporciones puede dar lugan la variacion

del tipo de beneficio, a complicados esquemas deinmentos de
precios en varias alzas y bajas La légica econdémica es casi
evidente contemplando (d1) y (d2): un aumento dada de ganancia
(beneficios) tiende a aumentar los precios, pedm dpie el excedente
esta limitado por las variables fisicd Y y estas se suponen que no
varian, parte del reparto de la tarta ha de reflejeen el otro
componente de la misma que son los salarios. Y gesono hay
ninguna ecuacion que refleje la demanda, porqumnees el efecto de
contraposicion seria aln mas evidente. Para emfaedapendencia de
la razén-patron con la tasa de ganancia y de salad(R-r)/R es
debida a que toma como numerario el producto resajecir,PYI-
PXI=1. Ahora bien, si en lugar de ese numerario hulhiechoPXI =1,
hubiera obtenido:

(d5) R=w+r

Y si ahora reemplazamos los salarios de (d5) ens@ldiria:

(d6) P =(R=1)xLY?|1+ @+r)A+..+ (L+r) AT+ (1+r) B, A
Ahora despreciamos el residuo queda y generalizamgeeriodos:
@) R=(R-NXLY?|1+ @+ A+ +@Q+r)* A7

Y seguimos, porque pos-multiplicamos (d6) pdry tomamos como
numerarioPXl=1y queda:

@d8)  1=(R-r)xLY? |1+ @L+r)A+..+@+r) A XI

que es un polinomio de gratioenr, conn posible§' puntos de corte
con la rectd Xl =1.

20 Pag. 61 de PMPM.
2L puede haber soluciones repetidas y/o imaginarias.
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1=(R-1)xLYY| 1+@+r) A+, +(@+1) 2 ALX]

W
AN
LN

1

s s 1)
7 7 VN

1

PXI(r=0)=RxLY| 1 +A+...+A?|X

PXI=(R-r)xLY™*|1+ (1+1) A+ + @+r) 2 A7 XI

O

reduccion del capital a trabajo fechad

Estos puntos de corte con los ejes para (d7) pdigphuada porXI
son:

@)  RXI(r=0=RxLY*1+A+. +A7
(d10) r(PX1=0)=R

Comentadbamos el grafico de la pag. 63 que luegterep otro
capitulo dePMPMy en el que Sraffa coloca en el mismo eje tango lo
preciosP como la tasa de salang lo cual resulta increible puesto que
se trata de dos variables diferentes. La conclusi@nque quiere llegar
Sraffa aparece en la Gltima pagina del epigrafécifando dice quest
el salario se reduce en términos de cualquier mmeeéa (da igual que
se trate de una mercancia que consiguientementeleera o
descendera respecto del patron), el tipo de belmeiumentard; para
un aumento del salario sucedera lo contrariGraffa llega a esa

2 pag. 64 de PMPM.
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conclusibn mediante razonamientos econdmicos, [E¥o puede
acompafar del razonamiento formal que es la maiteanairaemos
aqui a colacion las ecuaciones (b2) y (c4):

(b2) PY=wL+ (L+r)PX
(c4) PY=(@1+R)PX

en la que la (b2) es la ecuacion de definiciérsggéma de produccion
simple de Sraffa y la (c4) es la que resulta deethaero la tasa de
salarios. Sin embargo aqui vamos a cambiar de rauimer tomamos
PXI como tal, es decir:

(d11) PXl=1
De (b2) y (c4) obtenemos:

x X

P =
(d12) .

y que pos-multiplicando por Xl y teniendo en cugntB?) sale:

x LI

W
1=
(d13) —

gue despejado la tasa de ganancia queda:

(d14) r=R-wLlI

Y en efecto en (d14) se cumple lo que dice Sradfguyee si dividimos
los dos términos de la ecuacion entre un precitnaigaa tenemos:

r R w
RESEANLLINY!
) A ) 2

donde se comprueba la afirmacion de Sraffa, porgueasa de
ganancia en términos de cualquier precio aumensaniouye) si la
tasa de salario en términos del precio de esa mismaecancia
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disminuye (aumenta). Si Sraffa se refiriera, noco| precios como
numerario, sino a las cantidades, el resultada sérmismo.

El libro de Sraffa es una continua demoledoraceritle la teoria
del capital neoclasica -incluso de la vision aastide “los periodos
medios de produccion” de la misma- y sus inted®salvarla con los
“periodos medios de producciého los de Samuelson con duricién
subrogada®*. El gréafico anterior -que corresponde a la ecum(ity)
modificada- vemos que la relacion de los preciad?€l) no tiene una
evolucion mondtona creciente respecto a los tigositeres. En la (d7)
la tasa de interés tiene diferentes valores parasegho nivel de precios
(PXI=1, dondeX es una matriz constante de medios).

Pj w noo.
= x> | X
- P == Zl P

r(p=0=R

A 4
—_

-~ R .
w(r =0) = P

n

Z'i’zu

i=1

reduccion del capital a trabajo fechado

23 Se puede ver en Garegnani en El capital en la teoria de la distribucion, 1982 (I
capitale nelle teorie della distribuzione), 1981.
24 parable and Realism in Capital Theory: The surrogate Production Function, 1982.
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Por ejemplo, si tenemos dos funciones de definidéndos
métodos de produccion despejados los precios talemo:

R=wLY [I-@+nA]" vy B=wLY,"[I -@+)A]", puede cumplirse
gue ambas funciones se crucen de tal formaRgsie,, lo cual nos da
una  funcion  polinbmica de grado n-1 tal como

LY, [l -@+r)A]*=LY,[l -@+r)A]*, donde pueden darse hastdl
valores de distintos deretorno de las técnicapara la misma tasa de
salariosw (razon por la cual no esta en la ecuacion).

Damos arriba el grafico correcto que Sraffa dibng en la pag.
63 y que le lleva a decir quéa“linea del precio no puede cortar a la
linea del salario mas de una Vem cual es un imposible l6gico y
econdémico porque ambas son dos variables distirEasgrafico
expresa la relacion entre un precio cualquier @spa la tasa de
salario y a la tasa de ganancia segun:

W LU
(d16) pi'R—rx;"x‘i

donde la variablex con sombrero es el elemento correspondiente a la
inversaxX.
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E) Quiza sea en el tema eproduccidon conjuntalonde mas se
echa de menos el baculo de las matematicas, qoizdacposible
excepcion del intento de demostracion por parteSdeffa de la
unicidad de la razon-patrén. Este tipo de produccigue es la
correspondiente al mundo real- se caracteriza gongua misma
empresa (proceso) produce mas de una mercanciangomisma
mercancia puede ser producida por dos 0 mas emg@Esaesos). Sin
embargo Sraffa intenta ir mas alla y dice qued industria o proceso
productivo queda caracterizado, no ya por la memiargue produce,
sino por las proporciones en que se utiliza y @& proporciones en
que genera las diferentes mercantfasEn realidad, la ecuacion de
Sraffa de la produccion simple (4) nos vale, peom ta notable
diferencia de que ahora la matriz de productos finales no es
simplemente una matriz diagonal deelementos, sino una matriz
cuadrada denxn, aunque no todos necesariamente positivos. La
traemos a colacion:

e)  PY=wL+(@+r)PX

La diferencia ahora es que cuando despejamos &msopren (el) y
obtenemos:

(€2) P=wLY[I -@+r)A]™

en esta matriz de requerimientasXY ' ya no podemos asegurar que
todos sus elementos sean positivos, porque tampmcpodemos
asegurar ahora de la inversa¥al ser cuadrada no diagonal. Y con
ello, tampoco tenemos asegurado un vector de greesultante todos
positivos. Ni siquiera que fuera como maximo algmain. Tampoco
los multiplicadores deA en el célculo de los autovalores vy
autovectores. Ya no tenemos la inestimable ayudaPdaon-
Frobenius. Por eso recurre Sraffa varias veceslargo del texto al
sentido econdmico y dice que seran los propios esapios los que
desecharan las soluciones negativas en su gesiidrtual me parece
un criterio acertado. Sraffa explica todo esto gamonamientos
econémicos el capitulo VII de su libro y postergrey eso que
ganamos todos los que entendemos que las matesnagaun

5 pPag. 69 de PMPM.
%6 pag. 68 de PMPM.
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instrumento precioso, riguroso, que evita yerragclds, pero sélo un
instrumento, al igual que el mejor de los Stradivsano deja de ser una
caja acustica de madera si no esta en manos wéh ane la toca.

La cosa se complica —creo que para bien— cuatapraduccion
conjunta la afadimos la diferenciacion entre promkidasicos y no
basicos, siendo estos ultimos los que nunca eatrda produccion, ni
directamente ni indirectamente. Sraffa da al melossdefiniciones de
esta diferenciacion entre bienes, pero creo qualhayquedarse con la
expuesta. Si ello es asi, ya no podemos asegueaY gaa una maitriz
cuadrada porque en ella —en el modelo restrictieo Staffa de
produccion conjunta- el conjunto de los preciogpaEuctos basicos y
no basicos puede ser mayor que el de sectorescesu® con lo que
en la ecuacion (el) tiene mas filas que columnas, los precios son
mas que sectores o procesos Yy el resultado es nimadad de
soluciones posibles de (el). La ecuacion de pradlucconjunta
esrafianadeberia ser:

(e3) PY =wL+(@L+r)P X

1xm mxn 1xn 1xm mxn

dondem es mayor qu@. Una alternativa a la anterior si se quiere que
la matriz X sea cuadrada es que los precios que pre-muliphcé
sean diferentes de los que pre-multiplicaf a

P, Y =wL+(L+r)P, X

(64) 1xm mxn 1xn 1xn XN

Una generalizacion que no esta en Sraffa y comieslare-factumde
(e4d) seria:

(e5) P Y =[LW+P, X](1, +G)

1xm mxn Ixnnxn 1xn XN nxn

siendoW y G dos matrices cuadradas, diagonales o rig,eé vector
diagonal de unosxn. También pueden separarse los bienes basicos de
los no basicos mediante:
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(e6) P, Y +R X =[ LW+P, X](, +G)

1xm mxn 1xn axn XANXN g XN

donde los productos no-basicos estan representad@ [y por Py sus
precios, y donde seguimos manteniendo la diferetheiarecios de la
matriz X de medios cuando actian en el peribtil@ue cuando actian
en el periodd. La cosa se puede aun generalizar mas, porqueéiamb
podemos hacer distintas la matriz de mediog no sélo sus precios.
Todo depende a donde queramos llegar, pero a sialsiefue a mas
generalizacion menos capacidad explicativa y visaueEste es uno de
los logros del modelo de Sraffa, fuera o conscient® el economista
italiano de ello.

Algunos criticos o epigonos de Sraffa —o0 simpldémestudiosos-
como Schefold han puesto en duda la necesidadtaeligsrenciacion
entre bienes basicos y no basicos. Sin entrarlensélhay un aspecto
interesante como resultado de esta diferenciaceésm lg afirmaciéon de
Sraffa de que los bienes basicos son determinantés formacion de
los precios, las tasas de salario y las tasasmbngi, y l0s no basicos
no. Nada que objetar a esta afirmacion, porqueogleio matematico
lo avala. Por ejemplo, si despejamos los precioguatos de la matriz
de bienes basicos y no-basicos queda:

e7) P [WL+(1+r)P X[yT(y vyt

XN nxn nxm mxn nxm

donde los precios de los productos no basicos ggtén erP, junto
con los basicos) dependen ambos de los bagico®tra cosa es la
necesidad de gua sea menor que para que la inversa que aparece en
(32) tenga solucion.

Una de las primeras consecuencias de la producoidjunta es
gue nos hemos quedado sin mercancia-patron. Eio efea condicion
necesaria de su existencia es la de que los misioss que aparecen
en el lado derecho de la ecuacion (el lado de ledios) aparezcan en
el lado izquierdo.

(€8) uYQ=XQ = uQ=Y"XQ
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y el vector de precios por la izquierda:

1 1
PY=(1+R)PX = xP=PXY* = xP=Pp
(e9) +RPX = R = 4R

dondeA es la matriz de requerimientdsXY ", de la que ya hemos
visto que no podemos garantizar la positividadodi®s sus elementos
(version fuerte del teorema) o, al menos, la noatiegad (version
débil), porque tampoco se puede garantizar devkrsa de.

Otra consecuencia originada por no poder emple@osema de
los sefiores Perron y Frobenius es que ahora la n@sama de
gananciag,, no coincide con la razén-patrOR. Lo podemos
comprobar con el siguiente sistema de ecuaciones:

(e10) P.Yy tPY=wL+(@0+g)PX
e11) RYy+*PY=Q@Q+g,)PX
(e12) PY=@1+R)PX

e13)  PYI-PXI=1

(el4) LI =1

donde la (e10) es la ecuaciéon de definicion dédsia de produccion
conjunta; en la (ell) aparece la tasa maxima deng&ayg,, R es la
razon-patron porque se ha obrado con tiento en),(elEOtal manera
gue la matriz de los productos basi¥oss diagonal y los precidsson
los mismos que los que multiplican a los medioprdeluccionX. Pues
bien, de las ecuaciones (ell) y (el2) sale:

(e15) R Yyl =(9,~ RPXI

n m n n

(e15b) 2 2 PuYhi =(@n= RIXY > PiXy

=1 i=1 j=1 k=1
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Vemos en (e15) que para que el conjunto —en tésmrovalor— de los
bienes basicos sea positivo ha de ocurrirgy, es decir, que la tasa
maxima de ganancia del sistema de produccion ctanpm (e10) sea
distinta de la razon-patrén del subsistema de (e12)

En el capitulo VII Sraffa hace todos los esfuergosibles para
encontrar una mercancia-patron y una razén-patuéa |p produccion
conjunta y cree encontrarlo mediante calculos suzesle diferentes
mercancias-patron y razones-patron de tal maneeasqutome él
minimo valor posibles d&”%’, obtenidos estos —se desprende de su
razonamiento- si reconsideramos desde el punto de vista de saastem
simpleS. Un conjunto de ecuaciones que recogieran ellpnod que
plantea ahora Sraffa serian:

(e16) P, Yyt P X, —WL+(1+g)PX

1xm mxn 1xn nxn 1xn nxn

(617) PZ= PY+PX —WL+(1+ )PX

1xnnxn 1xm mxn nxn 1xn 1xn nxn

La ecuacion (el6) es la de una posible —puederemwegitarse otras-
ecuacion de definicibn de un sistema con diferenma entre
productosmxn no-basicosYy y nxn basicosXg. La (el7) seria la
equivalente a la (el6) pero adaptada para que pcaidalarse la
mercancia-patron y la razon-patrén ya dqwlL+(1+g)PX cumple

los requisitos de la produccion simple, corromo matriz diagonal a
determinamxn, conn elementos positivos —por lo que ahora se vera-
en su diagonal principal. Del conjunto de ecuasofed6) y (el7) se
eliminawL+(1+g)PXy se despeja el vector de predibg se obtiene:

(e18) P=PY(Z-Xy)™"

siendo cadg:

(e19) P.=>Y PVl Oi=lan cony =0 sii<>k

i=1 k=1

2" pag. 79 de PMPM.
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siendori; el elemento correspondiente a la inversaZdX), es decir,

N=(Z-Xg)™. En (e18) vemos que la condiciGuficienteparap; sea

mayor es que la sum > p,VY.u; Sea mayor que cero, pero no es
i=1 k=1

condicionnecesariaque cadal,; sea mayor que cero, lo cual no esta

garantizado ademas porque son elementos de una maérsa. Si en

(el7) hacemos cero la tasa de salarios se obtiene:

(€20) PZ=(@1+R)PX

donde R=f(X,Z) si es la razon patron de (e20) —ademadadmsa
maxima de gananciaporque tuvimos la precaucion de gadefuera
diagonal y (e20) cumple los requisitos de la pradurc simple. Sélo
hay que afadir a (e20) los numerariBZl-PXI=1 y LI=1. En
definitiva, determinados los elementos de R es Unica porgque
depende de las matric&sy X aplicando Perron-Frobenius al sistema
P=(1+R)PA, siendoA=XZ". Creo que todo lo anterior puede adecuarse
a lo que pretende Sraffa con el miniRale todos los posibles. Pero
hay dos problemas: determinZr y que sea independiente de los
precios. De hecho existen infinitas matrigeque cumplen (el7), con
la anica limitacion que han de satisfacer la e@ra21) que surge de
(e1l8) y (e20).

(e21) @+ R)PX =P, (Z-X,)"Z

€22) |[+R> R % =2 > PBuYlz  Dj=lan con z,=0siv<>]
i=

k=l u=l v=1

dondefi,, son los elementos correspondiente&-X¢)™. En el epigrafe
(64) del librd® Sraffa explica un procedimiento para encontrarRese
minimo por medio de la tasa de salamog su ecuacion del reparto del
excedente=w(1-R).

Aunque dé la impresion Sraffa de que no supieralgtbra
matricial, ello no es cierto. Toda la obra parecma si tuviera a la
vista las ecuaciones de su sistema y sus posiibdgleDesde luego la

8 p4g. 79 de PMPM.

antonioamora@hotmail.com Sraffa: I6gica econdémica y matematicas 03/02/2012 5:18 -38




ayuda de sus amigos matematicos —que el agrade@t prologo
mencionandolos y agrandando el agradecimiento pongumenciona
a ningun otro, ni siquiera economista- fue inmenspgcialmente en el
tema de la mercancias-patrén y en el capital $§jp.embargo, a veces
da la impresion de que desconfia tanto de éllasnfematicas) como
de ellos, y ello le llevO a cometer errores. Ya bemisto el de
identificar tasa maxima de ganancia con razon-parola produccion
simple. Ahora, en la conjunta, plantea la posihadidde crear esa
mercancia-patron a base delithinar completamente, mediante
transformaciones lineales, las mercancias no-b&sidal sistema,
tanto del lado de los medios como de los prodticto&n lenguaje
matricial, lo que plantea Sraffa es reducir unesist de ecuaciones a
una maitriz triangular, es decir, a una matriz dério@s, con matrices
nulas por debajo de la diagonal principal. Con ptidriamos aplicar la
version débil del teorema de Perron-Frobenius amiatriz de
requerimientos A=XY* y obtener un vector de precios (y
multiplicadores)no negativosEl problema es que ello no es siempre
posible y no todas las matrices son reducibles. kda#&iz reducida
podria ser tal como:

A A,

A, A22:| conA,=0

(e23) A{

dondeA;; se supone cuadrada, irreducible y no negativalopgue se
podria aplicar Perron-Frobenius a esta submatriZAd€’ero cada
elemento dey; deA,; representa el medio de producciditilizado en
producir una unidad del bignEntonces, para las matrices triangulares
(reducidas ya), eso supone que todosajosiles que>j valen cero, lo
gue es tanto como decir que estamos en una ecomomée hemos
ordenado todos los sectores (sin excepcion) dedakra en la matriz
A cuyo sector (el correspondientd)agés mayor que el correspondiente
sector alj, este sectoj no ha utilizado (no ha comprado) nada del
sectori. Eso puede ocurrir con algunos sectores, percsnurabable
gque, mediante transformaciones lineales en la maki de
requerimientos, se pueda encontrar una economiapteductos yn
sectores que permita eso. Mas sorprendente es lelimenar las
mercancias no-basicasahto del lado de los medios como de los

#P4g. 77 de PMPM.
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producto$, cuando, por definicion de mercancias no-basicas el
propio Sraffa define- son aquellas que nunca erdoamo medio, por
lo que no hay nada que eliminar.

Veamos otra forma de abordar el tema de la meiaguatron y
de la razon-patrén para el caso de una economigralduccion
conjunta y diferenciada entre productos basicos pasicos (que no es
la misma cosa). Una ecuacion que definiera esteinceria:

e24) P Yu*tR Y =(LW+P X)(I +G)

1xm mxn  1xn nxn IXxnnxn 1xnnxn nxn

Ademas de la generalizacion que hemos hecho respdetl6) emxn
tasas de salario®V y en nxn tasas de gananci@, lo distinto y
significativo aqui es que los preciBgde los producto¥ que van a ser
medios de produccién en el ciclo siguiente ya smtindos de los
preciosP de los medioX que lo han sido en el periodo que estamos
considerando. Para valorar si es posible condt&rumrercancia-patron a
partir de (e24) ha de medirse esta con la ecuapiénsurge de hacer
cero la tasa (Unica) de salarios en la ecuaBiga(1+g)(wWL+PX), es
decir, con:

(e25) PY =1+ R)PX

de la que surge la ecuacion:

1
(e26) = P=PA  siendoA=XxY*

donde ya hemos dejado preparado (e25) para podiearaperron-
Frobeniusy obtener asi un vectdét de precios estrictamente positivo
porgue suponemos quke es irreducible, ademas de ser cuadrada por
construccién y positiva porque suponemos a su MeX @s una matriz
diagonal. Pues bien, si hacemos los salarios eenbién en nuestra
ecuacion de definicion del sistema (e24) queda:

(e28) Py +PY=PX(l +G,)
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donde ahor&s,, seria la matriz de tasas de ganancia maxima$osa a
comparamos (e28) que es una ecuacion que intefigareuna
realidad (aunque borrosa) con la ecuacion (e25) gge una
construccién meramente tedrica que intenta desenita propiedad de
esta construccion teorica, podemos estableceu#ddgd:

(e29) A+ RPX=PX(I +G,)
eso nos lleva a que también tenemos que estaldeigeraldad:
(e30) Py + PyY = PY

Antes de seguir con (e30) vamos a obtener un passivb por medio
de (e29). En esta ecuacion aun estamos lejos @26 que es la que
nos permite obtener el vector de predtagsodos positivos) y un razon-
patron R (el autovalor mayor deA) mediante Perron-Frobenius
independientemente de cualquiera de las variablesetarias de
salarios y ganancias. Para llegar a (e26) estahlexea su vez la
ecuacion:

(e31) PX(l +G, ) =@+g,)PXl

Lo que hemos hecho con la ecuacion anterior esiebten escalar de
tasa de ganancia maximgg, no de una manera arbitraria, sino a partir
de los datos de la realidad, es decir, denbas tasas de ganancia
maximasG,,. Para ello hemos sumado el valor el valor de ledios

de produccion con sus tasas de ganancia para ohieaesola tasg,
gue sera una media aritmética de nas tasas deG,,. En efectogn
valdra segun (e31):

PXG,|I

(632) On = PX|

Ahora, con la tasa (Unica) obtenida en (e30) y )e€dtablecemos la
ecuacion:

e33) (@+RPX=PX(l +g,)
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Igualdad que solo es posible si la razén-pafRoobtenida como una
propiedad de la matrix de requerimientos mediante Perron-Frobenius
a través de la ecuacion (e26) es igual a la tagmul@nciag,, obtenida

al hacer cero los salarios en la ecuacion (e24)efiaicion del sistema
mas la conversion de las multiples tasas de gam@jicen una sola;,

por medio de (e32). Cosa, por cierto, que no hetemsostrado aqui
gue sea posible mas alla de la reproduccién siegkfiana Con todo

lo anterior, ya tenemos que el vector de preBiagie hay en (e30) es
un dato independiente de los valores monetarioseptes en la
ecuacion, es decir, independientemente de losqeBgiy Py. Por ello,

de los 3 vectores de precios que estan preseni@3@)) solo dos son
variables a determinar en funcion del vector decipseP y de las
variables fisica¥\ e Y, que son los productos finales de los bienes no-
basicos y de los basicos, respectivamente. Traaquisesta ecuacion:

(€30) P Yy+P, Y =PY

1xm mxn 1N nxn 1xn nxn

En lo anterior, la expresioRyYy+P,Y forman en su conjunto los
precios de la mercancia-patron de un sistema dedeqcion simple
con produccion conjunta y con diferenciacion denésebasicos y no
basicos. Pareceria pues por (e30) que hubiérandidogptrasladar la
ansiada mercancia-patron de la produccion siegiafianaa otra mas
compleja. El problema es que en (e30) tenemos stensa den
ecuaciones com+n precios a determinar, es decir, aonprecios de
productos no-basicos @& y conn precios de productos basicosgn
Dicho de otra formdps precios de la mercancia-patron de un sistema
de produccién conjunta con diferenciacion explicgatre bienes
basicos y no basicos puede construirse a partiladsuma de los
valores de ambos tipos de bienddas precisamente, existen una
infinidad de mercancias-patron, tantas como gratsgibertad. En
(e30) vemos que de no existir los bienes no-basygoguedaria la
ecuacionP,Y=PY, lo cual sélo es posibles Bj=P, y estariamos en la
produccidn simpleesrafiana Podemos considerar pues el caso de esta
produccion simple como un caso particular del casts general
posible de la produccion conjunta obtenida a patér Sraffa. El
economista italiano desarrolld la l16gica econonmileatodo esto como
se puede leer en el capitulo VIII de su obra. Es, ®a una nota a pie
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de pagin®’ establece estos grados de libertad para el ass decir,
para el caso de que-n=n, con lo cual Sraffa solo concibe la idea de
gue los bienes no-basicas distintos fueran el doble de los basicos,
puesto que si despejamos lo anterior quedan. Tiene su valor
didactico, pero en aras del realismo resulta inatdégp Con lo anterior
se subsana el error de Sraffa. Si en (e30) despsjara precio®, de

los productos finales que van a ser medios emyeiesite ciclo queda:

(e31) Py =P - PNYNY_l

n m

€31b) Pw =P 2 PuYni¥x k=lan

j=1 i=1

que nos da los precid3, de los productos basicos de la mercancia-
patron de productos conjuntos en funcién de loscipse de la
mercancia-patrorP de la produccion simple (e26) obtenidos con
Perron-Frobenius, y de los precios de los no-bastgp que han de
considerarse datos del sistema.

30 pag. 76 de PMPM.
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F6) Todo lo referente a los capitulos de la proguncconjunta
nos dice Sraffa que sorfuhdamentalmente una introduccion a la
discusién sobre el Capital Fijp de la Tierrd*'. Creo que lo mejor es
no hacer caso de ello porque el texto de Sraffaeskbproduccion
conjunta tiene en si mismo enjundia suficiente & de los
siguientes capitulos, incluso a pesar del errémabcg de la pag. 90,
gue es el mismo que el de la pag. 63 ya mencioriaata historia del
Capital Fijo tuvo un papel fundamental el matenmatimigo de Sraffa
Besicovitch”. La historia de sus esfuerzos para resolver lobl@mas
gue le planteaba directamente el propio Sraffawgsinteresante, pero
damos el resultado final con la siguiente ecuacion:

(1) pMij(k)j+Zp|Yij: (1+ r)|:pM (k—l)jM(k—l)j+Zp|xij:|+W|j deSdej :1 an

i=1 i=1

siendopuy; el precio del bieMy; deduracion mayor de un afigue se
ha obtenido o valorado en el momehktdesde que entro en el proceso

productivo desde el sectdo procesq. M -1)j seria el mismo bien que
entré a principios del afilo-1 como medio de produccion y que se ha

convertidoM ) en el ano con su nuevo precio de conmaka Sraffa lo
expresa con claridad:ESte punto de vista implica que la misma
maquina, a edades diferentes, deberia ser tratamaocotros tantos
productos diferentes, cada uno con su predioPara el conjunto de
losj procesos o sectores la ecuacion resultante es:

t
2 PY =wL+@+r)P X+ 8XD p

t M
1xn nxn 1xn 1xn nxn (1 + r) —1 gy SN

La existencia del capital fijo se deriva de que bi@nes que se utilizan
a lo largo del periodo considerado de reproducdglrsistema y que,
sin embargo, duran mas de ese periodo. Aparecengsies medios
tanto en el lado derecho de la ecuacion (2) coma equierda, salvo

31 pag. 67 de PMPM.

32 A. Roncaglia: Sraffa and the Theory of Prices, 1978 [Sraffa e la teoria dei prezzi,
1975]

% “El método aqui propuesto se basa en las ecuaciones para los distintos procesos
gue corresponden a las sucesivas edades de las maquinas”, pag. 95 PMPM.

3 pag. 94 de PMPM.
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con dos excepciones: al comienzo del periodo gtra eamo medio y
no sale aun como producto final, y al final de glavitil, que aparece
como producto final, pero que ya no se emplearaocamdio (la
chatarra). El modelo de Sraffa pretende —y lo gurest que todos los
bienes de capitdyl aparezcan en el lado derecho y no en el izquierdo
(pero a distintos precios) merced a un procesolidenacion de las
cantidades que aparecen en los dos lados de lai@tukn el modelo
de Sraffa los productos finales de un bien de a&hpifp son los
mismos que los del comienzo del periodo siguiesd®,o que estos
ultimos aparecen actualizados al tipo de ganandiste es el primer
reduccionismo: que Sraffa emplea el mismo tipo gtkza para el
reparto del excedente entre salarios y gananoggigo que se utiliza
en la teoria de la capitalizacion (o su inversaadtualizacion). Es
verdad que a Sraffa le sirve para proseguir suuetam la teoria
neoclasica del capital, pero el precio pagado [jores su alejamiento
de la realidad, porque no es aceptable que la nissaase emplee para
cosas tan diferentes y para actores tan difereot@e son la lucha por
el reparto del excedente y para el calculo de tasrézaciones del
capital fijo. Pero el trabajo de Sraffa es valimstsporque su esquema
puede ser generalizado y resuelto sus deficien€ias. problema es

qgue el tiempo empleadben el calculo de las depreciaciones es el
mismo para todos los bienes de capital fijo, sesd sa el grupo de
edad en que se hallen y sean cuales sean susecatazs. Tal es asi
qgue la férmula conocida en el mundo financiero diEewo de las
anualizaciones es para Sraffa la misma, sean cse@slos bienes y
sus edades, es decir, es un escalar:

t
MxPMM

Anualizacotn -
(3) (1+ r)t—l 1xs SXN

El problema de la presentacion de Sraffa es queltodomplejidad del
capital fijo lo recoge en un modelo de tal manara:dl) en un sélo
escalar (f3) del calculo de las anualizacionesdpital (amortizacion)
para todos los bienes de todas las edades; 2)eematnizM soélo hay

dos variables: el nUmero de maquinas de que entelnmismo tiempo

en el proceso productivos (namero de filas, esrdgcy el niUmerode
maquinas, es decin, es el mismo que el de procesos, que corresponde
al numero de columnas, puesto queM es cuadrada; 4) el precio (o
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valor que llama Sraffa) de cad® corresponde a todas las maquinas
gue tienen la misma edaij én la empresa procedente de cada sector
(J); 5) Sraffa hace coincidir la amortizacién técneom la financiera al
no distinguir entre el tiempo de las edades ddalif@sentes maquinas
agrupadas con el tiempo del periodo de amortizadt@no todo es
subsanable si hacemos entrar en el escenario alsrdenariables: las
dos mencionadas maal tiempo correspondiente a las diferentes
amortizacionegde las diferentes maquinasey niUmerode maquinas
gue entran en el proceso, que no tiene porquéidoimon el nimero
de procesos, empresas 0 sectorésimero de columnas de la matriz
M). De momento no distinguimos entre numero de nmaguiy
procesos (como en la produccion simple). De acueotiolo anterior,

la formula del calculo de los precios del modeloSdaffa con bienes
de capital fijo quedaria:

+ i)
@ [PY=[Lw+P X]x(1,+G)+R, rd r()) \
lxm mxn 1xn nxn 1xn N - 1xs (1+ r-) fixn

En efecto, en (4) hay varias diferencias notabkspecto a (f2),
ademas de las que no afectan al tema del capatatéimo es el de los
salariospre-factumy matricesnxn, tanto para salarios como para las
ganancias. En primer lugar ahora ya no tenemossuoala para el
calculo de las anualizaciones del desgaste detatdpo, sino una

matriz s<fi tal como r(1+r)"/((1+r)"®-1), dondes representarizel
nimerode maquinas de la misma edad de permanencia empaesa

y fi indicariael tiempode vida utilde estas maquinas. Ademas, al hacer
A(s) queremos indicar que este tiempodepende de las diferentes

edades de las diferentes maquisasaunque se deja libre la forma
funcional concreta de esa dependencia. La segufatarttia es quil
ahora es una matriixn, donde cada elemento de M representa a la
vida util de cada maquina segun proceda de losedifes sectores o
procesos de la economia (una maquina por sector).

Podemos aun mejorar el modelo y establecer la ®&guac
matricial:

I
DIC

(5) J V.

=i}
x
=)
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donde la nueva variableseriael nUmero de maquinagie entran en el
proceso, distinto del niamero de procespson U como la matriz
donde cada elemento de U seria el tiempo de vida ufii de cada
maquinau, y V representaria el nUmero de maquinague entran en
cada procesm, porque ahora se supone diferente el namero de
maquinas y de procesos. La formula completa queedari

r@+r)"®
PY=ILW+P X|[x(l,+G)+P, x .
(6) lxr); mxn |:1xn nxn 1x)r(1 nxn] ( dnxn ) 1)':2 (1+ r)n(S)_ 1 fixu uxn

En resumen, en (6), en lo que respecta al capitaatnora trabajamos

con cuatro variables comoel nimerode maquinas agrupadas segun
sus distintas edades desde que entraron en la sanfireomo el
tiempode vida util de cada maquina,como elniumerode maquinas
gue entran en el procesonyel nimerode procesos. Con ello hemos
resuelto casi todos los problemas que dejo Sraifaducionar o que
simplificO en exceso. SoOlo nos queda uno: la forfnacional que
relaciona el tiempdi de vida atil de las maquinas con la edad de las
mismass.

Si no nos sentimos satisfechos y aun sospechanmos d
reduccionismo el modelo podemos suponer que eldgpmterés —que
ya hemos supuesto diferente de las distintas tesamnanciay; que
hay enG—r dependa del tiempo de vida Gtide cada maquina porque
fuera asi cuando se negocio el tipo de interési¢ireo, y de tal forma
que hubierd tipos de interés diferentes. Es decir, ahora(@ggria:

fi(s)
Anualizacion — P, x rﬁ(1+r?) xU V

(7) M
1xs (1+rﬁ)n(s)_1 fixu uxn

sxi

Para acabar este epigrafe doy una ecuacion augenasal que la (6)
porgue esta (8) estan separados los bienes bésidos no basicos:
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r-@+r.)"®
P, Y+ R X, =[ LW+P_, X, |x(I,+G)+R,x 1 —xUV
1xn nxn +r. (S)—l fixu uxn
1xm mxn 1xn nxn 1xn nxn nxn 1xs (1 n)
sxf

que es una ecuacion creo equilibrada entre lo aqeelgp dar en el
campo teorético, a la vez que se acerca valierite @ntrastacion
empirica.

Caso particular |

Visto lo anterior vamos a dar un ejemplo de compusale llegar
al resultado de Sraffa por otro procedimiento fdrpm@ro que, por
serlo, no es tan diferente en cuanto a su contenid® dicho
anteriormente. Ello nos podréa posibilitar las ceradies o restricciones
con las que trabaja Sraffa. La primera ecuaciondgimiria el inicio
del capital fijo seria (9):

1.5 Z Pi Y +Z PwyiaM i1 = 1+ g)|:W|j + Z Pi X; } + alz PvyioMio
= = = i=1

dondeMjy es la matriz de capital fijo que incorpanamercancias (con
i=1 am) enn procesosdpnj=1an) y cons periodos de renovacion del
circulante por periodo de renovacion del fijo (dedl a s) por cada
mercanciaMjj seria la primera maquina del fijo correspondiente
a la mercanciadel procesg. De forma analoga soX, € Yj, los
productos finales y medios de produccion corresonel a la
mercanciai del procesoj en el primer ciclo de renovacion del
circulante. El coeficienta; es la parte del valor de la maquina que se
desgasta, es decir, que se incorpora como medjratkiccion. La
segunda ecuacion seria como sigue:

2.... - Z Pi Yi +Z Pmyi2M 2= @+ g)|:W|j +Z pixijl"' azz P yisM i1
i=1 i=1 i=1 i=1

dondeM;; es la nueva matriz de capital fijoay esel coeficiente de
depreciaciondel capital fijjo Mjo, que ahora entra como medio de
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produccién en este segundo ciclo. La ecuacion dmiogo de
amortizaciork seria:

K. - Z Py Z Povyixk M = @+ g){wh + Z Pi X; } v akz Pewyik-1M i -
i=1 i=1 i=1 i=1

La ultima ecuacion que recorre el ciclo del cirotdees:

S... » z py; =@+ g)|:W|j +Z Pi % } +a’sz Povyis Mis
i=1 i=1 i=1

donde ya no se produce ningun medio de capital (ile vida
plurianual).

Ahora vamos a proceder a sumar todas las ecuacismesndo
todos los valores de los ciclos y cancelando |Igstalas fisicos del
lado izquierdo con los del lado derecho. Para Elkyalores concretos
de los coeficientes deso del capital fijoa, que llevan el siguiente
ciclo son como sigue (10):

momento  medio (input) capital utilizado resto capital fijo

0...... - X — Z p(M)iMijO
i=1

1.... - aozp(M)iMijO - Zp(M)iMijl - (1_a1)zp(M)iMijl
i1 = i1

2..... - aizl PmiMi1 - 2—1: PmiMi2 - (1_32)21: Py M2

S_l... - as_lz p(M)iMijS—l - Z p(M)SMijS - (1_as)z p(M)iMijS
i=1 i=1 i=1

m
Seeevee - a) PpmiM;s - cero(chatarra)
i=1
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En el transcurso del ciclo productivo se suponeeajusapital utilizado

es consumido y desaparéteor lo que queda en el sistema los restos
del capital fijo. Con ello queda en el lado derwedios de produccion
estos_restos como capital fijotal por cada bien y/o servicio, cuya
suma es:

S

(11) 2 2Py A= ay) paraj=1an

i=1 k=1

Y para llegar al resultado de Sraffa, ahora hasthbéecer la relacion:

m s r1+r t n s
(12) ZzpiMijk(l_ak):ﬁxzzpil\ﬂijk paraj=1an

i=1 k=1 i=1 k=1

Hasta ahora hemos estado hablandaid® interno del proceso de
incorporacion del capital fijoy hemos establecido el niumero de ciclos
ensque en el modelo de Sraffa se corresponde condgsiimas de la
misma edad (que se han incorporado al sistema sheontiempo).
También podriamos hablar de nimero de maquinasejugcorporan
en un ciclo (por ejemplo, un afo) del proceso pectda, aunque en el
caso del capital fijo que nos ocupa ha de suporapreeestos bienes
son plurianuales, es decir, de vida superior a io @ periodo
convencional) porque de lo contrario serian trataclomo circulante
con el resto de los bienes y servicios que sa@sfatecesidades
directas y aunque aquellos lo hagan de forma ict@dirdel tratamiento
formal es el mismo.

Caso particular Il

Un caso particular del anterior seria aquel quadtat tasas de
amortizaciones unitariasy fueran iguales a lo largo del ciclo de la
maquinarias (que también hay que suponer que tadasaquinaria
tiene el mismo ciclo de desgaste). Es decir, stimas:

% Coincide esta idea con la ya tradicional “depreciacién evaporacion” en el uso del
capital fijo, que recoge, por ejemplo, Kurz y Salvadori en Theory of Production, pag.
262, edit. Cambridge University Press, 1995. Cuando redacté por primera vez este
epigrafe habia pasado por alto la referencia de Kurz, por lo que me alegré de que
ambos llegaramos a resultados analogos con desconocimiento previo por mi parte.
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(13) a =a,=..... =a; =a
la expresion (12) quedaria:

o _ r@+ne
(14) (@ a)——(lﬂ)t_1

con lo quea, que en este caso es tgga de amortizacion constante
quedaria:

g = @-r)1+r) -1
L+r)

(15)

a os @A-r)(L+r)' -1
S @)

lima(r - «) - -

\ 4

—_——
—
—
—
—
—
e
—

a(r:O):o Sia:O:lz(l_r)x(1+r)t

tasa de amortizacion unitaria en funcion del tigoidterés

En la funcion (15), al hacer ceaose obtiene:

(16) 1=@-r)x@+r)
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gue es un polinomio de gradidl, aunque sélo con dos monomios. La
funcion (15) tiene un maximo:

Igt
(16) r=ett -1

y es crecientemente decreciente patd® -1 y crecientemente

decreciente para-€9/®"Y-1, dado quela primera derivada es positiva
(si t=(1+r)""") y la segunda negativa siempre, por lo que laifunes
siempre concava.

Este epigrafe del capital fijo es uno mas de lzmpmalidad del
sistema de Sraffa que, a pesar de las condicicrsdctivas de su
planteamiento, este es susceptible de generalizgai@ correccion de
sus limitaciones sin gran dificultad. Incluso yendws que este
epigrafe, basta comparar la sencilla ecuacion cwtiPYI=PXI del
capitulo | sobre un sistema de subsistencia y poedsiderarse la (8)
como una generalizacion de pasos suceselesandosda lo Hegel)
de los general a los particular, de los abstradtocancreto a partir de
ese primer capitulo.

Caso general Ill

Vamos a intentar en este epigrafe desvelar lohgyedetras del
modelo de Sraffa sobre el capital fijo partiendb cdso mas general
posible con un modelo que no traicione lo que &b lwon la ayuda de
Besicovitch. Supongamos que partimos de un sis#gnacuaciones
con salariopre-factumsiguiente (17):

1. Zzpyu +Zzp(M)ul ij1 (1+r)|:WZI +Zszl:|+(l+r)zz p(M)'JO

j=1i=1 j=1i=1 =1i=1 =1i=1

2. 3y, +3 PyMy = r{wzl +zszj}+a+r>zz DM

j=li=1L =i j=1i=1 j=1i=1

k. e ZZ p yIJ +ZZ p(M)”k (1+ r)|:WZ| +ZZ p )g] :| + (1+ r)ZZ p(M)|k—1 ijk-1

IERE j=i=1 j=1i=l j=i=l
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sl- S S PYi +§ JS PowisnMieg =@+ r){WZI j +ZZQ X; } +(1+ r)zzp(M)i(s—Z) Mis

=iz IENE = IENE iz
S— Zzpyu +Zzp(M)us _(1+ r)|:WZI +Zzp)g]:|+(l+r)§ tz ,p(M)u(s—l) ij(s1)
j=1i=1 = i=1 =1i=1 =1i=1

gue es el sistema de ecuaciones que expone ehdadin su pag. 78,
s6lo que modernizada la nomenclatura. Hay que supaimora que el
medio de produccioM;, de comienzo del comienzo de la utilizacion
del capital fijo (en el segundo miembro de la priamecuacion) es
igual en téerminos de valor al Gltimo capital fiMs (en el primer
miembro de la Ultima ecuacion), que es la chat&sadecir, hacemos
que:

n

(18) (1+ r)z Z p(M)IJO Zm: ijSMijS

=1 i=1 j=1 i=1

Si ahora sumamos todas las ecuaciones miembrombmualesdd. a
squeda (19):

SZZH.\/.J fzn]ipw'\/'uk 5(1”){WZ| +ZZH>€}+(1+f>f§nlipmk ik

j=Li= k=1j=1i=1 =il k=lj=1i=1

De la ecuacion anterior restamos del ultimo sumanelosegundo
miembro de la igualdad el segundo de la primemniehdo en cuenta
el supuesto de la igualdadrafiana(18) queda:

j=1i=1 =1 i=1 k=1 j=1 i=1

(20) SZZ P y'l = S(1+ I')|:WZ| +ZZ plxu :| + riizm: p(M)|k

y dividiendo entres toda la ecuacion:

(21) ZZ PiY; = (1”)[""24' +ZZ plxu}r r kaii Py M

=1 =1 =1 i=1 S 1\ in
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El dltimo sumando de la ecuacion es el mismo qugielutiliza Sraffa
para el capital fijo aunque él llegara por otra dif@rente, por lo que
podemos establecer la igualdad:

k=s n m 1 t k=s n m
x> D> p(M)ik'V'uﬁux > Py M

r
(22) S aaa (1+r) -1 = j=1 i=1

Eliminamos ahora los términos comunes de los desagrios a
ambos lados de la igualdad queda:

1 (@+r)
(23) s @+r)-1
1/s 1_ (@+r)
1 1+ s (@+r)-1
A *(t :1) — 7[‘ -
S r
1('[:2)—714-2r+r / Iim.}(t ~o0)=1
S 2r +r J S
\ A y lll
% g
t=1 t=2
relacion entre frecuencia de renovacion del cdpiteculante y el fijo

Perol/s es la inversa del niumero de veces que se renbievaldante
por cada vez que lo hace el capital fijo, por le s es la frecuencia
de renovacion del circulante por periodo complegordnovacion del
capital fijo. Sraffa simplifica quiza en exceso y hace gsea igual 3,
lo cual no es aceptable porque nada tiene quesaremovacion del
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circulante con los afilos de amortizacion del capigal Aunque no
encuentro un parrafo completo que exprese lo anteon nitidez, creo
gue se desprende del conjunto del capitulo quéaSzed consciente de
ello. Y es que la cosa es intuitiva, porque si serg que el primer
equipo de capital fijaVi; sea producido con el ultimo capital fijo del
anteriorMg forzosamente ha de llevar a lo dicho respectoraléaion
entre la frecuencias de ambos, entre el capital yfijjel circulante.
Sraffa siguid otro camino y lo que hace es iguddar con M,
considerando este ultimo como la “chatarra”, lol ¢gga a la misma
conclusién anterior. El problema de establecer eslacion entre
frecuencias de renovacion es que ha de admitirggudddad entre la
amortizacion técnica y la amortizacion financidoagual es admisible;
no lo es en cambio la igualdad de la variable teai@de renovacion
del circulante con la igualdad de la variable terajpgode amortizacion.
Aqui se considera que ambas variables son distnga® una depende
de la otra, con lo cual no se traiciona a Sraffso—@enso—, pero se
subsana su modelo de alguna consideracion rearictideseable.
Puede comprobarse gque si hacemsgen (23) llegamos a la ecuacion:

(24) 1=(1-t)x@+r)

gue es una ecuacion sin sentido econémico. Ahoide & ecuacion
(23) despejamos el tiemgoque define los afios de amortizacion del
capital fija queda la notable ecuacion:

S
log, —

_ s-1
(25) S og.a+r)

gue nos da bajo el sistema de amortizacion (o smon del capital
fijo) de Sraffa el nUmero de periodbde esta en funcion del niamero
de aflos de renovacion del capital fijo (el cicld clpital fijo) y del

tipo de interés aplicado a la amortizacion (téciiinanciera). Sraffa
simplifica la cuestion y hace que este tipo der@gesea el mismo que

la tasa de ganancia, tasa que es la que dispwacetente con el
salario. La relaciéon entriey s va a depender de la tasa de interés para
gque ambas variables puedan expresarse para valorgsetos en
nimeros enteros (periodo de un afio o de 12 meBasgl caso
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particular de que el periodo de amortizacion deitahfijo t fueral
(un ano), de (25) se desprende que:

1
(26) I‘(t :1) :g

es decir, en el caso de una sola amortizacion (®rpos en un afo),
para poder enlazar un ciclo del capital fijo cosigliente es necesario
gue el tipo de interés de las amortizacionssa igual a la frecuencia
de la renovacion del circulante por cada vez quersgeva el fijes. De
(23) tambien se obtiene el tipo de interéede las amortizaciones en
funcion del namero de afios de renovacion del @ardel por periodo
del capital fijo y del tiempo de amortizacion aptio al capital fijd:

-1

r=t
(27) s-1

Podriamos decir que la brillante idea de Sraffsitliear la carga
de amortizacion solo en el lado derecho de lascemues, es decir, de
los costes, se ve mermada porque ha de suponeelfmacpie: 1) ha de
haber una relacién entre el capital fijo que selpce sin capital fijo en
el primer periodo con el ultimo capital fijo quer@como medio y que
ya no produce ningun otro capital fijo (hablamosut@ maquina en
particular); 2) establece un Unico precio (valontable) para todas las
maquinarias de la misma edad; 3) iguala amortin@sidécnicas con
financieras: 4) emplea la misma variable tempoeahpres cosas: la
gue determina la frecuencia de la determinaciorcaellante, la que
determina la amortizacion técnica del capital fija que determina el
periodo de amortizacién financiera. Sin embargo agsodestas
limitaciones o restricciones son facilmente subkkasacon tal de hacer
variar sus supuestos por mor del realismo. Cogmtdi®s la intencion
Ultima de Sraffa cual es la critica a la teoria chgbital neoclasico,
tanto austriaco como no austriaco. Entonces esriief simplificar
como lo hace Sraffa y siempre con la brillantezrgfyndidad de la
l6gica econdmica que le guia. Vemos una vez muasrkatilidad de la
economia de Sraffa, su capacidad para adaptase @dblemas que
estudia y la posibilidad de pasar de lo abstrattorético) a lo
concreto (contrastable), sin renunciar a los supaede partida, sino
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adaptandolos, generalizandolos o eliminando resines. La
economia de Sraffa es como revelar una fotografiadmo se hacia
antano, con liquidos reveladores vy fijadores. Touwy distinto a los
modelos basados en el calculo diferencial o eldestas matematicas
para explicar a Ricardo o Marshall, sin que par sliponga merma a
las contribuciones de estos autores a la histetiamhlisis econdémico,
especialmente del primero.
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G) En el capitulo déa Tierra 'y su renta no entraré mucho en el
tema estrictamente econdmico dado que, en esigdrdb sustancial
son las matematicas explicitas o implicitas erbla capital de Sraffa.
Es David Ricardo quien define con precisién lo ggerenta cuando
dice que Renta es siempre la diferencia existente entrer@diycto
obtenido mediante el empleo de dos cantidadesegu#¢ capital y de
trabajo’*®. Sraffa lo matiza de esta maner&utde decirse que los
recursos naturales que son utilizados en la progugcales como la
renta y los depdsitos minerales, y que por ser Brta escasa
permiten a sus poseedores la obtencion de una,rentgan entre los
medios de produccidon una posicion equivalente deldos productos
“no basicos” entre los productdsd’. Pasinetti, que estudié el tema en
1974 en su obr@recimiento Econdémico y Distribucion de la Rerta
la siguiente ecuacion para definir la rentardiana

- f(N) - N9C
(g1) R=f(N)-N N

siendoR la renta de la tierra buscadaNY¥(la funcién de produccion
(del trigo o bien final),N el niumero de trabajadores (u horas de
trabajo) y d/dN la productividad (marginal) del trabajo. Sraffa wlasa
partir de su sistema de ecuaciones discretas &cigcu

(@2) PY=RT+wL+@+r)P X

1xn nxn 1xf XN 1xn 1xm mxn

donde renta de la tierra €%T, siendoP; la renta unitaria yI' una
matriz diagonalnxn, que representa las cantidades de las diferentes
tierras segun sus cualidades. Sraffa lleva losiggeate los medios de
produccion desdé am, en lugar den. Yo no entiendo por qué, por lo
gue haré que haré=n. Si ahora despejamos esta renta (unitéjiay
teniendo en cuenta que, como siempre, la ecuaciémgs da la tasa
maxima de ganancia es la que resulta de hacetasesalarios en (g2),
ambas ecuaciones quedan de la siguiente manera:

% Principios de Economia Politica, edt. FCE, 1973, pag. 54 (On the Principles of
Political Economy and Taxation).
37 pag. 108 de PMPM.
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p= LX
(93) g1
— _W(1+ Jm) T Ty-1
(g4) P =[PY = <L]TT(TT")

Porgue la (g4) sale de sustituir los predtosn (g2), pero sélo en los
del lado derecho de la ecuacion, es decir, enudespge-multiplican a
los medios de producciod. Este modelo recogido en (g4) recoge el
agudo pensamiento de Ricardo cuando dice giiehd cereal no se
encarece porque hay que pagar una renta, sino e ghagarse una
renta porque el cereal es cdf5. Tomando derivadas, puede
comprobarse que la renta (unitafade la tierra aumentara si aumenta
el precio de la cosecha (trigd), la productividad de la tierra
(YT(TTNY, la relacion tierra/trabajd/(LTT(TT)™) v la tasa de
ganancia maxima,, (que es una medida, no hay que olvidarlo, del
excedente); disminuirda, por el contrario, si aumenta tasa de
gananciar, los salariosv. Esta forma de presentarse dos sistemas (el
ricardiano y el esrafiang que tratan de hablarnos sobre el mismo
fenOmeno economico ejemplifica quiza mas que cualcutro de los
capitulos de Sraffa las diferentes visiones mateagt-y creo que
también de l6gica econOmica- de la que hablabarinosmaienzo del
articulo. Para Ricardo, en version Pasinetti, skrumento formal
(ecuacion gl) es una guia légica que ayuda al ssm@mto
econdémico, que evita cometer errores. De hechordRicao utiliza
ninguna formula en su obra. Nada que reprochagueoalin no se
habia puesto de moda el uso de las matematicas etbhomia. Los
historiadores del analisis econémico constatan se Antoine
Augustin Cournot (1801-1877) el primero que utiliaa matematicas
en la economia. En cambio, en el modedoafianode la renta de la
tierra es ya un sistema de ecuaciones enclavatiolégica econémica
de la renta de la tierra, donde se puede complicgeneralizar el
modelo hasta tocar con los dedos la contrastaciiireea. Nada de
esto podemos hacer con el modelo Ricardo-Pasidettia renta
diferencial de la tierra, tanto en su version isie@ como extensiva.
Por ejemplo, damos la siguiente ecuacion genedaide la renta:

% Principios de Economia Politica y Tributacién, pag. 56, edit, FCE, 1973.
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@)  P=|pY-Lwa+F)F-F)ra+F)| T[T

gue se obtiene a partir de las ecuaciones de défindel sistema
PyY +PT=(LW+PX)(1+F) y P,Y+PT=PX(I+Fr), donde los precios de
los productos finale®y, las rentas unitariaB; y los precios de los
medios de produccioB, son distintos entre si y con diferente numero
de bienes o rentas; donde hayg tipos diferentes de tierras, y donde
ahora las tasas de salarM¥ de gananciak y las tasas maximas de
gananciaF,, son matrices diagonales cartérminos (0 no diagonales
con nxn términos, a elegir), es decir, tantos como pracebtemos
supuesto que los productos finaMslas tierrasT y los medios de
produccionX son datos, aunque muy bien podrian consideragge, b
otros criterios, variables. En términos aritméti(gs) queda:

m n_\W. (1+ f..)(1+ fm..) ~
(g6) Pw = Z Pyi Yik _Z : 7 ”_ 7 XX,
E mi ~ T

j=1

donde losx con sombrero son los eIementosTd{aTTT]'l. Sraffa hace
una afirmacion que result@rima facie sorprendente en el sistema
esrafiano: Si no hubiera escasez, solo se utilizaria un métebdmas
barato, sobre la tierra y no podria existir refit3 que contradice el
texto de Ricardo que hemos sefalado antes. Pero est® articulo no
discute sobre conceptos econdémicos -so6lo los preesacabamos aqui
el tema. En este capitulo mas que en otro de fi8svD los que estan
por venir, se ve con diafana claridad la diferengrala ventaja- del
tratamiento con un instrumento formal (el algebedrmial) respecto al
otro (el célculo diferencial).

3 Pag. 110 PMPM.
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H) Llega Sraffa al que se supone debiera ser uosdeapitulos
estrella en su modelo, al capitulo de la elecciértétnicas o -en el
lenguaje de Sraffa (traducido por L. A. Rojdesplazamientos de los
métodos de produccioho despacha el turinés en 8 ajustadas paginas
y ademas entra en una discusion sobre los prodbési€os y no
basicos, que no parece sustancial al objetivo,ipupse los resultados
son los mismos, aunque difieran en su relato fornatematico).
Tampoco se entiende el grafico de la pag. 115 ceenemos ahora,
aunque puede ser un problema del ilustrador, pola@uetencion de
gue se corte dos veces los dos graficos que raktiprecios con tasas
de ganancia es certera. Vayamos a las ecuacioaginés de una
ecuacion de definicion de un sistema con bienegdmy no basicos
tal como:

(h1) P, Y.t Pbe:(1+g)[WL+PbX}
1

1x11xn  1xn nxn 1x IXIIxn gy XN

dondeP, y P, son los precios de los productos no basicos ycbssi
respectivamentey, y Yylos productos finales no basicos y basicas,
tasa de gananciaj la tasa de salario X los medios de produccién. El
bien no basicoY, es cualitativamente el mismo, pero es producido
desden métodos de produccion diferentesdolumnas). Es pues una
generalizacion del problema planteado por Sraffa logbla de tna
mercancida desde dos métodos diferentes. Calculamos ahomso co
siempre la ecuacion con la tasa maxima de ganagsudtado de hacer
cero la tasa de salarios:

(h2) PY.+RY,=@d+g,)RX
Ahora, entre la (hl) y la (h2) sale:

_w(l+g)
dn— 9

(h3) P, xLX ™

Y tomamos como numerario los inputs de trabajo guma de los
bienes de productos finales que, recordémoslaesém modelo son
iguales cualitativamente
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(ha)y LI=1 y Y,I=1

Si ahora llamamoba LX Y, obtenemos:

_w(@+g)i+g,~ f
(9n—9)

(h5) P,

donde el precio del producto no basipp depende de la tasa de
ganancia. Supongamos ahora que tenemos dos téonioasodos de
produccion (Sraffa) definidos por dos ecuacionEstaomo la (h5):

_w(+ g)[1+ O~ fl]

Pa
(h6) ' (9w 9)
Yy otra como:
_w(l+ g)i+ g, f,]
P, = L
(h7) 2 (dro— )

b _Wi+g) [1+g,,-f]
* (9n=9)

5 _Warg)[+g,— 1)
= (9re—9)

\ 4
(@]

limp,(9 - ®) -~ -w(l+g,-f)

N

Desplazamientos de los métodos de producci
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Ambas técnicas, al igualarse los dos precios, @s, @ hacer que sean
Pa1= Paz- POdra ocurrir que ambas técnicas no se crucegcrusen una
vez 0, a lo sumo, dos veces segun las solucionkesaideiacion:

1+ gml_ fl — 1+ gmz_ f2
gml_ g gm2_ g

(h8)

como puede verse en el grafico.

Las funciones (h6) y (h7) son mondétonas crecieptegue sus
dos primeras derivadas son positivas:

dP _w(+gn)l+g.- ],
dg (9.~ 9)°

(h9)

d*P _2w(+g,)[1+ 9.~ ],

(h10) ¢ (Gn-9)°

con puntos de corte en:

(h11) Pa(r=0)= W[“gg”“_ )
ml

(h12)  Pu(r=0)= W[“;’mf g
m2

y con las asindotas para ambas en:
(h13) lim.deP(g - «) - ~-w(@+g,,— f)
(h14) lim.deg(p, —» £»©) - g,

Y si ambas técnicas se cruzan dos veces -y esho iegportante—
significa que una de las técnicas es mas rentadne pna tasa de
ganancia (entre los puntos 1 y 2 del gréafico), dueg rentable la otra
técnica (entre los puntos 2 y 3), para luego sernedtable de nuevo la
primera (a partir de 3). La teoria del capital \ae#®n entre precios y
tasas de ganancia (uno de sus topicos) queda poelel  El
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resultado de (h8) son los valores de las tasasud@ngia en las que se
cruzan los dos métodos:

O 1 ] = G2 T,
(gml_ fl) - (ng_ fz)

(h14) |9 =

Sin embargo, donde se ha consagrado en la teglr@pital sus
topicos es en la llamadd&ontera salarios-ganancia donde se
relacionan ambas variables. La teoria neoclasitaagetal dice que
salarios y ganancias han de estar en relacion savermonotona;
también que ante un aumento de lo entendemosgpotal (conjunto
de medios de produccion fisicos) se ha de supsmnpre una
disminucion de su retribucion, es decir, de la thesaterés. Lo mismo
para el trabajo y el salario.

W= O~ 9
@+9)a+9g,~f)

—

@+ Q)1+ g ,)

frontera salario-ganancia

Estos topicos han sido ya rebatidos en la histoieh andlisis
econdmico por Garegnani, Pasinetti, Robinson, BadRuti, etc., y el
propio Sraffa en la obra que comentamos. Sin erobastas revisiones
no han pasado a los manuales de economia y adagueeexplicando
esa cosa llamada “capital” como un factor de proigduncautdbnomo,
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independiente del trabajo y merecedor de una ueidh segunel
valor®® de su productividad marginal.

Vayamos a las ecuaciones y al grafico. Si en (s&4pma como
numerario el precio de la mercancia no bagicas decir, se hagg=1,
obtenemos la ecuacion:

_ 9n"9
(013 M @ guarg, D

En el grafico se puede ver como una técnica (lasljnas rentable
entre los niveles de tasa de ganancia 1 y 2, conas len cambio la
segunda entre los puntos del grafico 2 y 3, pahgeva la primera a
partir de 3. Las variables técnicasX e Y estan representadas en las
tasas maximas de ganan@g porque estas son proporcionales al
excedente, es decir,Xa’(Y-X). Con esta formulacién e interpretacion
formal del contenido del capitulo de Sraffa solm® desplazamientos
de los métodos creo que se puede seguir mejor yewsor los
razonamientos econémicosde Sraffa, y ello a pesar de su erréneo
grafico y su mezcla en la discusion entre bienegbsa y no-basicos.

Aqui, la primera derivada de los salarios respecia tasa de
ganancia de la funcion (h15) es:

0 En algunos articulos o libros de divulgacién de bajo nivel se omite a veces la
palabra valor. Supongo que es un descuido y no cabe atribuirlo a una mala intencién
porgue es precisamente esta palabra la madre del cordero. En efecto, en los
modelos mas abstractos marginalistas (version austriaca) se llega a la conclusion de
gue las rentas de los factores ha de pagarse de acuerdo con el valor de la
productividad marginal del factor. El irresoluble problema que tiene este modelo es
gue para saber ese valor —que es el precio del producto final si hablamos de valor
unitario- han de conocerse los costes y la funcién de produccion, pero para conocer
los costes ha de conocerse el precio de los factores, que es justamente lo que se
trata de calcular, y con ello entramos en un circulo infernal o, con menos dramatismo,
en un circo, en el circo de la inconsistencia marginalista de la cual no salimos.

“1 En la pag. 118 de PMPM el traductor emplea la palabra desplazamientos para
referirse al paso de una técnica a otra, tal y como hemos explicado. Creo que es una
traduccion desafortunada porque el término desplazamiento —por el contra de
deslizamiento- se ha consagrado en castellano para indicar que las variables que no
son objeto de estudio o de representacion en un grafico se mueven; con ello las
curvas que representan la funcién también se mueven paralelamente a los ejes. No
es el caso, porque ahora estan presentes los dos métodos, al menos hipotéticamente
en ese “libro de las técnicas” de la que habla Samuelson. La palabra que mejor
indicaria este hecho econémico tan relevante seria el de traslado.
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dw 1+4g,,

=- 0
(h16) 49~ "+ grParg, 1)
y la segunda:
d? 2(1
(h17) W _ @+9.)

dg*>  (+9)°(L+ g, 1)
gue nos da una funcién convexa siemprelyge>f.

En el caso de que no hubiera bienes no-basicossla es mas
sencilla y la curva de la frontera salario-ganamcis una recta (con
salariospost-factumo es una curva convexa con salapos-factum
En efecto, si hacemgsY,=0, tomamos como numerario en este caso
PYI=1y siguiendo los pasos anteriores se obtiene:

R-r
(h18) W= (L+r)f

con un so6lo punto de corte como maximo para dosdas:

[= Rz f1_R1 fz
fl_fz

(h19)

Siguiendo la intencionalidad de este articulo guelemostrar la
versatilidad del modelesrafianoque permiteslevarsede lo abstracto
a lo concreto, damos a continuaciéon una ecuacioundeodelo mas
general con salarigwe-factumtal como:

(h20) PRY.tPY= [ LW+ P X]x (1+XES)

1xS SXNn 1xn nxn 1xn nxn 1xn nxn n

donde el numero de bienes basicoss se han obtenido desectores;
donde los salarios estan definidos por la mat@gaeinal\W, es decir,
donde hayn salarios diferentes (tantos como sectores); dandetriz
de mediosX consta, como es habitual, de igual nimeros deaseplie
de sectoresd, y donde la tasa de ganan€aes también una matriz
diagonal com tasas diferentes, al igual que los salarios. Lresips
P, Yy P quedan definidos en funcion de los productos yiosedSi
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ahora se hacen cero todas las tasas de s#lase obtiene, como es
habitual, la ecuacion que hace maxima la gandhgjaon la salvedad
gue ahord&,, sera también una matriz diagonal cotasas maximas de
gananciaiferentegosibles.

(h21)  PaYat P Y= P Xx(l+G,)

Tsexn Ixnnxn 1xnnxn o

y de (h20) y (h21) se obtiene:

(h22) |R=LW( +G)(G,-C) (1 +G)( +G, - X Y)Y, (V,Y;)"

gue es una ecuacion que muestra la misma relacidoiohal y
teorética entre precios, salarios y ganancias gu®9), pero que se
acerca con mas decision a la realidad o, al memdes datos que
retratan borrosamente la realidad.
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) Remata Sraffa su extraordinario libr@roduccion de
mercancias por medio de mercanctas 4 apéendices a modo de notas
aclaratorias, como si no le merecieran simplemangenota a pie de
pagina. Una de ellas, que lleva el largo tituld Meta sobre productos
no basicos que se auto reprodutees algo mas que una nota
aclaratoria como se vera. Sraffa dice queonsSideremos una
mercancia que entra en su propia produccidon en uadag
desusadamente grarde Parrafos mas tarde aclara lo de
desusadamente grandeseria aquella mercancia cugmducto neto
relativo®, es decir, el cociente que surge dividir la difieie entre el
producto y el medio de produccion, y el propio roede produccion,
supera a la tasa de ganancia del sistema. Sraffa dize con estas
palabras, pero es lo que quiere decir. Pone unpéjenmo pone
muchos a lo largo de su obra- y dice que si segrea 110 unidades
de habas de cada 100 sembradas, el sector dedas ha tendria
problema mientras la tasaeneral de ganancia del sistema
permaneciera igual o menor al 10%, que es justa@qroducto neto
relativo (0 excedente relativo) de las hdbagl problema surge si la
tasa general de ganancia sube por encima del 10%4npdbajada, por
ejemplo, de los salariés Y he dado una pista dos veces sobre el punto
crucial y es el de qua tasa general de ganancaepende del conjunto
del sistema; un segundo punto decisivo es que lacameia
protagonista -lakabas- no puede influir en la tasa de ganancia general
porgue es una mercanaia basica es decir, no es consumida como
medio de produccién por ningun otro sector de tmemia, por lo que
tampoco puede influir en los precios del restositema vy, por ende,
en la tasa de gananCi@eneral, dado que, en el sisteesaafiang en
el sector de bienes basicos, tanto precios, taggadancia y tasa de
salarios se determinan conjuntamente y autbnomamambque con al
menos un grado de libertad. Para terminar con att@hmiento de
Sraffa, dice el autor que la subida de |la tasaashengcia general hasta
llegar al 10% haria aumentar sin limiteel precio de este producto

“2 Este concepto no es de Sraffa sino de este modesto autor, por lo que pido
disculpas por tal atrevimiento.

3 (110 habas recogidas - 100 habas sembradas ) / 100 habas sembradas = 10%

* Aunque no parece posible que otra variable monetaria puede influir en la subida de
la tasa de ganancia general

%> Tampoco puede influir este sector -el de las habas- el salario general del sistema,
pero Sraffa centra inteligentemente en la tasa de ganancia en lugar del salario por lo
gue luego se vera.
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(las habas del ejemplo). Y si se rebasara el 10% sk de ganancia
general, solo seria posiblel“reemplazamiento de las otras materias
primas si se obtuvieran gratuitametteo cual tiene su Iégica, porque
el precio de las habas se haria infinito en térmnetativos® dado que
llegado a ese punto, los medios que emplean lasshaimo medio de
produccion deberian comprarse a precio cero, eis, édagr forma de
regalo. Es verdad que todo esto se hace dificdedir sin ayuda de
las matematicas por mas que se empefara el gréia Srautilizar
exclusivamente razonamientos econdémicos, cosa age por cierto,
magistralmente casi siempre.

Antes de entrar en los aspectos formales habgadlarar que el
caso planteado por Sraffa no es el caso extremandsector que no
tuviera comunicacion con el resto del sistema aermpmpartiera las
mismas tasas de ganancia y de salarios, porqoersieste sector -el
de las habas- no es suministrador de esos biemestaldel sistema, si
compra del resto del sistema -y se puede suponerdgutodo el
sistema- como medios de produccion los product@des de este. No
es, por lo tanto, un sistema aislado. No estamosl @aso detrigo
ricardiano, donde se vendia a si mismo el trigo (igual queasb de
las habas) a la par que no utilizaba ningin otrdionai compraba
nada del resto del sistema (aqui esta la diferenemra caracterizar
formalmente lo que nos dice Sraffa en este apénteg que
particionar en 4 trozos, tanto la matriz de prodsicfinales del
conjunto del sistem& como de medios de producciéiX de la
siguiente manera:

Yll Yln-l Yln xll o X],n—l xln
Yn—ll T Yn—ln—l Yn—ln Xn—l;L e Xn—Ln—l Yn—Ln
L Yn;L Yn,n—l Yn i L xn;L Xn.n—l xn i

Las matrices de productos final¥sde mediosX, de trabajoL y de
preciosP seran:

(i2) Y:KA ﬂ X:KA ;ﬂ L=[ta Lb] P=[P, R]

¢ Es decir, en términos de las mercancias suministradas.
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donde:

Y1,1 o Yl,n—l Yl,n
(Ab.3) Y, =| @ . Y, =| Y. =|Y,, Yooal Yo=Y,
Yn—l,l e Yn—l,n—l Yn—],n
xLl Xl,n—l | Xl,n |
(Ab.4) X,=| ¢ . Xg=| ! Xe =X Xoau] Xp =X,
X n-11 “' X n-1n-1 | X n-1n |
(Ab.5) Ly=|ly - Ly L,=L, P=[R - P.] P, =P

De estas matrices podemos establecer la ecuacgdafune el sistema
gue responde al problema planteado por Sraffa apéndice B.

w  |pa pb]{j* ﬂ:mg){w[e LI+, F@]x&‘\ iﬂ

C D C D

La (i6) nos da las ecuaciones de precios, tanto la dadasopP,de las
n-1 mercancias basicas, como la del pr&gide la singular mercancia
de la que habla Sraffa: las habas. Estas son:

(i7) PY, +RY, = @+ g)x|[wL, + P,X, + R X]
(i8) P.Y, +RY, = (L+g)x[wL, +P,Xy + R X]

De la (i7) se despeja el vector de preciBs de bienes y servicios
basicos y queda:

G9) P.=[wat LY -Rla+ o)X oy x[1-a+gAT?

siendo A=XAYA" la matriz de requerimientos de las mercancias
basicas. Viendgi9) pareceria que los precios de los bienes bagigos
dependiera, entre otras variables, del precio den bde
autoabastecimiento no basieg es decir, de las habas de Sraffa. Pues
no es cierto, porque el vectwg es cero, dado que es precisamente el
vector fila que suministra -debiera suministrar-dime de produccion
(las habas) a los otros sectores, es decir, ab mstlas columnas
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excepto la ultima, que es justamente la de lasshaloe se suministra
asi mismoYp). SiYc y Xc valen cero, |&9) queda:

i P o=[wa+ )Ly x[1 - a+ g)A]"

En (i10) se comprueba que los preci® de los bienes basicos
dependen sélo de sus propios medids=XaY, "), de sus propios
productos finalesY,), de la tasa de salariasy de la tasa de ganancias
g, que se determinan conjuntamente por este sisemaecuaciones
con n+1 incognitas. En efecto, tenemasl precios, una tasa de
gananciag y una tasa de salaris. Hay, por lo tanto, dos grados de
libertad. Una de ellos se puede eliminar tomandopretio como
numerario; el otro grado de libertad no se puedmirer si se quiere
respectar la filosofia que entrafia la obra de &redegun esta, la
distribucion de la renta y riqueza -representadalemodelo por el
conjunto de valores de tasa de ganancia y de agslgrie satisfacen
(i10)- no es resuelta técnicamente por ningun elemdatosistema,
sino por la sociologia, por las relaciones de etoflde la sociedad o,
simplemente, por la luchas de clases, segun lo®guaqui no hay
productividades marginalesyi relaciones marginales de sustitucion,
ni costes marginalesyi utilidades marginalegjue determinen precios,
salarios y ganancias, niveles de produccion yzatiion de factores por
si solos, sino que es el conjunto del sistema,esgmtado en esta
ocasion poKi10), quien lo determina, aunque siempre con un grado de
libertad.

Vayamos ahora a la ecuaci() y despejemos de ella el precio
de la mercancia objeto de andlisis de Sraffa y die articulo: las
habas. Sale que:

_ W+ )L+ P+ 9) X - Y]
B YD_(1+ g)XD

(i11) R,

dado queY;, y Xp son dos escalares. [ie1) son destacables al menos
tres cosas: 1) En primer lugar vemos que, a dibégiethe la ecuacion
anterior de precios del sistema de mercanciasassqui el precio de
las habas, es decir, el de (s6lo hay una) la meizao basica con
autoabastecimientalepende del resto de los precios del sistema)
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Las tasas de salariag y de gananci@ vienen dadas por el sistema
anterior y no puede este sector (el lde habag influir en ellas.
Diriamos, emulando a la teoria de la competenciteqta, que este
sector egyanancia-aceptantg salario-aceptante3) Si nos fijamos en
el denominador dé11), se puede comprobar que tiende a cergpsi
tiende aYp/(1+g), y si eso ocurre los precios tienden a infinito.
Quedaria:

YD
1+g

(i12) si Xp - = = &

con lo que se cumple lo que sefala Sraffa en aeldage para las
mercancias no basicas que se autoabastecen (las tiabejemplo)
porque que se cumpi{e2) es como decir que ploducto neto relativo

0 excedente relativde este producto tiende a cero. Sraffa dice qoie es
no ocurriria para las mercancias basicas. Es vepgadcontemplada la
ecuacion(i1l0) de mercancias basicas no parece que eso pueds, ocur
pero a mi la explicacién que da Sraffa no me coceeluego veremos

el tema con mas detenimiento. Si ahora sustituiloesprecios del
sistema de mercancias basiéys-es decir, la ecuacio(@10)- en la
ecuacion de la mercancia que se autoabagterqueda:

5 - Wi+ gL, + L1 - @+ 9 AI'x[@+ 9) X, - Yy ]
i Yo— @+ 9)Xp

(i13)

Viendo (i13) en un primer momento resultaria sorprendente due e
precio P, de esta mercancia dependa de las mercancias hasica
teniendo en cuenta que hemos dicho que no surairgstiproducto al
resto del sistema, aunque si parece l6gico quaflieya la n-ésima
columna, es decir, la columna que representa lapiEas del sector de
las habas al resto de los sectores. Sin embakrgeste del sistema
influye en el considerado por Sraffa, no solo @arthsas de salario y
de ganancia determinadas autonomamente por elrseéetdienes
basicos, sino que estos sectores lo hacdmectamenteen el de las
habas porque todo el sistema es suministradon{lafilas de la matriz

Y, es decir)Y,) de los sectores que a su vez suministran alsdedbas
(columnan-ésima deY, es decir,Yg). ¢ Qué ocurriria si el resto del
sistema dejara de vender productos al sector dealzss y tuviera éste
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gue contentarse con utilizar su propio productoaadmco medio de
produccion (el caso del trigo ricardiano)? Ocuarigue lan-ésima
columna deY hasta el elementa-ésimo seria cero, por lo qxg vy
Yg también lo serian, {13) quedaria en:

. P = W(1+ g)Lb
(114) ’ YD - (1+ g)xD

donde la determinacion del precky sélo depende del trabajo,
utilizado en la siembra y recoleccion de las haldasla cantidad de
habas empleadéy y de la cantidad, cosechada. Aun asi, no perderia
este bierel corddn umbilicalque le une al resto del sistema, porque
éste le daria como datos las tasas de salarip de gananciag.
También puede considerarse, en este caso, que am@Eas son
independientes del resto del sistema: todo depdadas hipotesis de
partida.

Puede generalizarse todo lo anterior porque quiea de los
supuestos gque resultan mas molestos para la didadibdel modelo
esrafianoes el de la unicidad de la tasa de ganancia pldees. Hay
gue considerar que el modelo, tal y como él lo sgpes un modelo
pedagodgico y sencillo, que es util siempre y cuantmmo todo
modelo, al generalizarse sus supuestos o hipatesisaga variar las
conclusiones, cosa que ha ocurrido con los modaiashalianosy
marginalistas del equilibrio parcial (la paradog ld agregacion, la
diferencia entre costes privados y sociales de widos efectos
externos, los juegos no cooperativos, etc.). Afmtlamente en el caso
de los modelos de origaeesrafianono ocurre esto. La razon es que, a
pesar de la simplificacion, parte Sraffa del cotgude la economia,
entendida esta como el estudio de las relacionessactoriales y de la
distribucion de la renta. A diferencia de la ecofeomarginalista, en la
economiaesrafianano so6lo no es un problema la agregacion, sino que
es uno de sus presupuestos. Para acercarlos aitladesolo hay que
relajar los supuestos y generalizarlos. Segun kesezuacion

(i15) PaYA + I:)bYC = [LaWa + I:)aXA + R)XC]X (1+Ga)
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representaria, por ejemplo, al sistema econdOma&m, onn-1 tasas de
salario en la diagonal principal &, a su vez5, representa las-1
tasas de ganancia, también en su diagonal prin@palespejamos de
(i15) los preciosP, de bienes basicos y recordando duyee X. valen
cero segun lo que hemos comentado en el textoipainqueda:

i16) P =[LW,@+G)|x[Ya - @+ G)X,]"

Por otro lado y con estos supuestos, la ecuaciérdgfine el precio de
las habas vendra de sustit(ii6) en la ecuacio(i1l) del texto principal
y sale:

_ WL+ g)L, +[LW, A+G,) x[Y,— @+ G,) X, | [ x [+ 9) X, - Ye]
B YD_ (1+ g)XD

i17) |R

iPobre agricultor! Es mejor que no sepa nunca gsepkecios de
produccion -mejor de intercambio- se determinan fdema tan
complejd’. Las conclusiones son las mismas que las obteeidas
texto principal y con los supuestos simplificad@s tdsas Unicas de
salario y de ganancia, pero ahora estamos tan dertarealidad que
casi podemos sustituir los datos reales en el model

Quiza sea en este capitulo de las mercanciasecue@abastecen
donde mas se deja ver el perfecto maridaje entiiéglaa econémica
desarrollada por Sraffa y el instrumental adecuadal es el algebra
matricial. Nada hay comparable a este capitulo anvikion
marginalista, ni en la teoria desarrollada, niatogica formal que la
sustenta. Aqui no hay que hacer apenas supuestnEties sobre
comportamientos de los consumidores, ni de funsiatee produccion
determinadas, ni de teoria de costes (rendimientosprocesos de
optimizacion. Sraffa nos dejé en este capitulowelsa la semilla de
una teoria de los mercados. Es verdad que de unarman tanto
dicotdbmica (un sector vende o no vende a otro,lg@empra o no le
compra), pero con una relajacion de los supuestedgobtenerse una
teoria de los mercados basados, no en los preco® oariable

*7Y hay que recordar que estamos en un sistema de reproduccién simple y sin
reducir a trabajo fechado los medios de produccion del pasado.
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estratégica tal y como hace el marginalismo, sl las ganancias
ocupando su lugar.

P(g:O):gﬂxLx .

||,m P(g — 00) — _WLX_l
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Conclusiones

La obra de Sraffa no es simplemente un modeloGumo mas
por importante que parezca, sino que es un modetoafecta a los
fundamentos del analisis economico. Sraffa innomanueva forma de
interactuar entre la légica econdmica y el usoadenhatematicas que
aluna en un mismo sistema los modelos hipotéticdsaliwos al modo
de Ricardo y Marshall, con los modelos que pernlgecontrastacion
empirica como el de las tablas Input-Output de tiebnLa
versatilidad de su modelo hace que pueda aternetaa dos formas de
utilizacién de las matematicas. Pero no son s@edass formales: es
la logica interna deProduccion de mercancias por medio de
mercanciada que permite pasar del simple modelo de producde
subsistenciaa las complicaciones detapital fijo y los de la
produccién conjuntamas adn si no nos quedamos con lo avanzado
extraordinariamente por Sraffa y generalizamos sdelo a multiples
salarios, ganancias y ganancias maximas, a la pcaduconjunta con
un namero de bienes y servicios producidos supatide medios de
produccion empleados cualitativamente distintosgagital fijo con
mas variables cualitativamente distintas que la&srguoge Sraffa; a la
reduccion de trabajo fechado con matrices de ragietos distintas
cada afo; si no suponemos iguales precios parmikmos bienes y
servicios segun que sean medios o productos; sos@uedamos solo
con la busqueda de los precios de equilibrio yrdimamos el ciclo de
la reproduccion simple de Sraffa, etc. Leyendoil@lol se nota el
esfuerzo de Sraffa porque el uso del instrumentmdbapareciera lo
menos posible, que se quedara entre bambalinagu@u@h debia tener
sobre la mesa mucho de las matematicas que sussaBesgicovich,
Ramsey y Watson le ensefaron y desarrollaron ar pdet los
problemas que el propio Sraffa les planteaba. Reaplicacion de las
matematicas tiene sus limites. Uno de ellos esdatéerminacion en el
calculo de los precios en la produccién conjuntando hay mas
bienes y servicios que medios de produccion; olags;omplicaciones
formales a los intentos de dinamizar el modsmafiang la pérdida de
la razdén-patron cuando salimos de la produccionplsim la
iImposibilidad de garantizar soluciones de los m®ale equilibrio
fuera del sistema de produccion simple (sin PeFmtenius). En
definitiva, lo avanzado por Sraffa es extraordmapgero lo que falta
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por desarrollar es mas. Y sin el uso adecuadond&iumento formal,
imposible

Otra virtud resultante del uso del algebra matrictamo
instrumentos formal es la de que el valor concaolas variables
monetarias del modelo —precios, salarios, ganandasyen de la
resolucién simultanea del sistema de ecuacionesg@e haya que
establecer diferencias entre variables explicitaspjicitas, enddgenas
0 exdgenas, como ocurre con el modelo keynesiam € Keynes es
una virtud por mas que Hicks y demas intérpretgmrantentado y
conseguido aguar su conteriiden el modelo IS-LM). El uso de este
instrumental permite elegir sin cambiar de instmimecual es en cada
momento la variable implicita y cudl es la expdicia diferencia, por
ejemplo, del modelo de renta de la tierra de Rm&tdsinetti que
hemos visto.

Mas virtudes. El algebra matricial permite cordarvariables del
modelo y el nimero de ecuaciones, y con ello sisemgrados de
libertad en que nos movemos. Es verdad que estdepqgeedar
establecido con formulaciones tradicionales delpzante la teoria de
las funciones, pero sin ninguna versatilidad. Coralgebra y el
teorema de Perron-Frobenius sabemos, ademas déacaic vector de
precios estrictamente positivo en la produccionpsmque la razon-
patron no es una variable mas, sino una conseeudecia matriz de
mediosX y de productos finaleg, por lo que no pone ningun grado de
libertad al sistema. Por ello en la produccion s&mguede eliminarse
la influencia de los precios en el reparto del deoge y construir la
mercancia-patron a partir de los datos de la m&alieEn la conjunta la
cosa se complica porque ya no podemos aplicaoedtea tantas veces
mencionado y la tasa maxima de ganancia —el egmteah la razon-
patron en la produccion simple- es, en principig uariable mas, por
mas que se pueda establecer su relacion proporcabrexcedente
relativo.

En definitiva, el modelo econdmico creado por ®i&raffa,
intentando responder a algunas de los problemasepldas por David
Ricardo, pero yendo mucho mas alla, permite comstma imagen

“8 Esta es la tesis de Pasinetti en Growth and Income Distribution. Essays in
Economic Theory, 1974
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borrosa de la realidad, pero tbela la realidad, para ir aumentando el
nimero de pixeles de esa fotografia casi hasta edaudramos,
llegando hasta la misma contrastacion de hipotgrissto que la
informacion con la que se trabaja es la misma quéog modelos
Input-Output de Leontief. Pero, a diferencia des @dtimo, detras —o
delante, como se prefiera- de los datos estadistiey un modelo
econdmico que puede reclamarse como una alternaivdos
fundamentos microeconémicos-marginalistas de laigdeecondmica
ortodoxa. Mayor versatilidad es imposible. Quedasad®llar su
modelo, a veces de forma alternativa y a veces anaf
complementaria, con el corpus de conocimiento decttnomia mas
tradicional que, aun cuando la mitad al menos esaddver pendiente
de enterrar, la otra mitad (los fisiOcratas, Rioardeynes, Kalecki,
Marx, la teoria de los juegos, como ejemplos) tasuhliosa, y mas
aun si Sraffa pone los fundamentos.
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Anexo: Perron-Froebenius y una pista para el teorema del punto fijo

Los tratamientos sobre el equilibrio general caitipe de
Debrey Arrow y Hahn, etc., suelen estructurarse de forma axioldgica,
enumerando las hipo6tesis formales para llegar edaslusiones. Nada
mas alejado del interés de Sraffa. El italianogaramina y concluye
en el mundo de las proposiciones econdémicas, ausguenga que
atener a la disciplina de las matematicas o, alosyeutilizarlas como
mero instrumento para no errar en las conclusiofsgos métodos
tienen sus ventajas e inconvenientes, ademas dsiguere se ha de
distinguir entre el método de investigacion y eledposicion. Visto el
desarrollo de su libro, Sraffa fue sacando a laslisz conclusiones sin
tener un conjunto axiomatico de hipotesis queulmiiharan al final del
tinel. Por eso tuvo que rectificar, por ejemplocsasideracion sobre
los bienes basicos y no basicos cuando abord®tiupcion conjunta
y/o se vio contrariado con su propia definicionn amando ésta la
tuvierain mentedesde el principio. También demuestran estos aganc
y titubeos con las consideraciones enapéndiceB de su libro
Produccion de mercancias por medios de mercaraiando convirtio
-en mi opinién con acierto- en un apéndice lo queareprincipio debia
ser soOlo una nota a pie de pagina. A pesar delgiogue agradecer a
Sraffa que fuera mostrando sus resultados a mediedos descubria,
porgue ello ha resultado mucho mas pedagodgico.iddayses una de
las tareas de sus epigonos: matizar sus hipétes@nsincoherentes
con sus fines, solucionar sus errores y desarrallarbra. Lastima que
esos desarrollos -aun muy insuficientes- no hayagadlo a los
manuales universitarios de economia y soélo han ajleegbara tesis
doctorales o articulos con los que aumentar algarcclo. Siguiendo
con el contenido de lo que veniamos comentadojeme tSraffa un
desarrollo axiomatico que nos permita cercioram®gjue su sistema
parte, conduce y llega a un equilibrio, aunqueenga sentido llamarle
en principiocompetitivo Mi opinién es que tampoco es incompatible
con él, porque las cantidades de medios, prodectoputs de trabajo
estan dadas. De hecho si se puede afirmar que $atihja siempre -e
incluso cuando reduce el capital a trabajo fechado-un conjunto de
ecuaciones que implican un equilibrio. Ello es plespor dos cosas: 1)
las variablesno estan fechadas; 2) el vector de precios de product
finales es el mismo que el vector de medios. Sibaggo, Sraffa ni
siquiera hizo en su libro consideracion o mencilguraa al respecto,
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aun cuando los avances sobre los aspectos forhalks equilibrios
competitivos se estaban produciendo al mismo tiencpe el
desarrollaba su obfaLas razones pueden ser varias, ademas quiza del
desconocimiento que tuviera sobre estos tratansentmlogicos. Una
razon profunda es la absoluta diferencia que ti@rednsideracion de
los precios entre los analisis mencionados y lo gre¢endia Sraffa:
para los primeros, los precios son la guia de ignasion de los
recursos y baremo de la escasez, mientras queegbataliano los
precios son merosoeficientesde intercambio. Empleo el término
coeficiente consciente de que Sraffa no emplea un térmimpargcido
(podria seratio, por ejemplo), porque probablemente su temor iar suf
un rechazo -por si no bastaba ya el sufrido- potepale sus
compaferos de profesion que fuera total. Sraffdldmsa precios de
produccion a pesar de que no tiene una teoria de los costesbaja
con funciones de produccion explicitas. En realielagombre le debio
Importar poco. El norte de Sraffa, como ya he saflen otros
articulos, era doble: el estudio del excedentedistribucion y sus
limites, y el mayor -y definitivo- ataque a la teode la produccion
neoclasica-marginalista. Sin embargo, al centragse estas dos
cuestiones, creo que no se dio cuenta de que salonsé acercaba a
los desarrollos del equilibrio general de la épapge -y esta es una
opinidbn muy personal- y compartia con ellos lo gupone un ataque a
la teoria del capital y, en general, del mercadmpmiitivo de la
economia, por la necesidad de hacer explicitos tédsicos del
equilibrio competitivo los supuestos vaporosos yag@ajicos en los
que se sustentaban la microeconomia de entoncedMéighall)
cuando se pasaba del analisis parcial al genaratokcreto, Sraffa no
menciona nunca nada referido al teor&mae Perron-Frobenius.
Cuando Sraffa plantea la ecuacion:

(1) PY = (1+R)PX

como hemos visto que surge a su vez de la ecudeidefinicion de su
sistema al hacer cero la tasa de salarios, estéeplado una relacion de
equilibrio no demostrada, porque los precios semiesmos en el lado

49 Véase la Introduccion histérica de la obra de Arrow y Hahn Andlisis General
Competitivo.

* Sraffa and the mathematicians: Frank Ramsey and Alister Watson , por Kurz y
Salvadori.
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izquierdo de la ecuacion (productos fina¥§sde los del lado derecho
(medios de produccidonX). Ya hemos comentado que las
preocupaciones de Sraffa son otras, pero la viadinal, para poder
propiciar el avance de sus modelos, deber ser #&mbira. Si
llamamos como siempr& a la matriz de requerimientos tal ggeAY,
por lo queA=XY™, la(1) se transforma en:

(2) P= (1+ R) PA

Hemos visto qu® surge de la resolucion de un sistema de ecuaciones
tales comoYQ=(1+R)XQ y LQI=1, siendo Q el vector nx1 de
multiplicadores, por lo quB=f(L,Y,X), y no de los precio®. Si ahora
reemplazamos los preci®sde la ecuacioR) en el lado derecho de la
misma ecuacion de forma reiterada, llegariamos a funciéon tal
como:

3) P=(@0+R)"PA"

Esta aplicacion transforma precios (el conjurfflsdominio de
definicién de la aplicacion) ed{R)"PA" (conjunto imagen). Pareceria
gue fuéramos bien para llegar al terreno del tearéenKakutani, pero
no es asi porque dado gReha de ser mayor que cero, el conjunto
imagen es mayor que el conjunto dominio y todo aalvgarete. Eso
no ocurrira si hacemos directamente (Q)esea:

1+

p=—"Tpa
) 1+ R

con tal de que<=R. Y tras sucesivas sustitucionesRle

1+r Y
P <= PA"
®) (1+ Rj

Se ha afadido la posibilidad del menor porque edlomprescindible
para aplicar Kakutani, por lo qué&) es una construccion (una
aplicacién) inspirada ef3), pero no deducida estrictamente(8eFalta
aun una cosa para acotar el conjunto de preRiosbjeto de la
aplicacion: dividir cada precio por la suma de ®dbos:
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(6) P, =1

Zizl R

0 en términos matriciales:

1
(6bis) R =5 xP

por lo que(s) quedaria:

1+r “
7) P <= (1+ Rj P A

Con (7) tenemos una posible aplicacion que cumple el teardm
Kakutani sir<=R, siA**'<A* parak=1 an y Pg>=0 parai=1 an. De(7)
se puede decir que es una correspondencia corfsamacontinua por
arriba) que proyecta puntos de un conjunto cerradatado y convexo
(los preciosPr) en un subconjunto del anterior (los precies,
también convexo, tal que tiene un punto’fijes decir, que ocurre que:

k
1+r
(8) P.<= (14_ R) P. A

Dicho de otra manera, que existe un veddgren la imagen del
conjunto correspondiente mediante la transformagipgue hace que
S=R, es decir, qu®s= Pr. Hay que demostrar rigurosamente ()ess
una aplicacion continua, cerrada, acotada y con\i&a unos apuntes
al respecto. La aplicaciéon es contifuai trabajamos con ndmero
reales para los precios y la funcion es continsaamtada pof6), es
decir, porque hemos tomado como numerario la suenbkpsl precios
originales, con lo cual la suma de los preciosstfiamados er6) vale
1; es cerrada porque el signo (@gesmenor o igualcon lo cual todos

°1 para la definicion de teorema del punto fijo véase la pag. 136 del libro anterior
mencionado de Arrow y Hahn.

2 La condicién necesaria -pero no suficiente- para que una funcién sea continua es
gue su dominio de definicidon y su imagen pertenezcan al conjunto de los niumeros
reales. Este hecho no se suele resaltar en los manuales de matematicas, que suelen
recaer la responsabilidad de la continuidad de las funciones en la forma de éstas.
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los puntos de acumulacion &g pertenecen al dominio de definicion;
por ultimo es convexa porque una combinacion lidedlado derecho
de la aplicacion7) pertenece a su vez al dominio de definicion si la
combinacion lineal se hace con dos coeficientes tabmom y 1-m,
param tal queO<=m<=1.

Hay que pensar que no hubiéramos llegadéakutani si no
hubiéramos partido de Perron-Froebenius para obtane R
independiente de los precios, lo cual implica Auea de ser cuadrada,
no negativa y reducible (version débil del teoremada obtener un
conjunto de precios (autovector #¢ no negativo, con el afadido
posterior que ha de ser productiva, es decir, guaimpla qua“ <A
Si se quiere quR sea mayor que c

Madrid, 2 de febrero de 2012.

>3 El teorema de Perron-Frobenius asegura un autovector de precios positivo (si es A
es reducible), pero no asegura que el autovalor maximo sea menor que uno. Esto lo
asegura la productividad del sistema.
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